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Introducao

Segundo Benjamim Pierce a Matematica é a ciéncia que obtém conclustes necessarias. Espe-
ramos contribuir com este texto para um primeiro estudo em algebra, mais especificamente em

teoria de grupos.

Uma reflexao sobre o que é necessario para estudar e compreender uma teoria matemadtica,
ou uma teoria em geral, parece de fundamental importancia quando o objetivo é introduzir

elementos dessa teoria.

Na preparacao deste material, que se propoe a um livro, procedemos norteados por este
critério, mesmo que inicialmente seja necessario desenvolver um assunto essencialmente funda-

mental como a teoria de conjuntos.

Esperamos superar as dificuldades juntos e concluir nossa introducgao a teoria de grupos com

o consenso de sua necessidade.

iii



iv

Introducao



Capitulo 1

Conjuntos, Relacoes e Funcoes: uma

breve abordagem

A Matemadtica ... .

A nocao de conjunto é considerada a partir de nossa intuicao racional de agrupar objetos em
geral. E um consenso que uma definicao de conjunto iniciaria uma cadeia de novas defini¢oes, pois
a cada definicao dada, a palavra que estiver ligada ao sentido de conjunto deverd ser definida, e
assim sucessivamente. Desse modo terfamos que parar em algum momento e aceitar esse termo
como algo intuitivo e sem necessidade de definicdo, portanto consideramos ja inicialmente a

noc¢ao de conjunto com essa caracteristica.

Estando de acordo com a nocao intuitiva de conjunto, os objetos que formam o conjunto
serao denotados como elementos do conjunto. Essa condigao é representada pelo simbolo €,

indicando que um certo objeto é elemento do conjunto.

Dado um conjunto, podemos nomea-lo de qualquer modo, mas, assim como nomeamos as
pessoas, devemos dar nomes aos conjuntos que evitem algum tipo de confusao ou interpretacao
equivocada. Geralmente, o conjunto é representado através de uma lista de seus elementos, entre

chaves e separados por virgula.

Por exemplo A = {1,2,3,4};ano = {2004,2005}; V = {a,e,i,0,u}; Tipo = {A,ano,V}. As-
sim dizemos que 1 é elemento de A e denotamos isso por 1 € A, como 2 € A, estes elementos ficam
separados por virgula. Finalmente, as chaves delimitam os conjuntos, e cada par {;} determina
um conjunto. Assim, segundo o exemplo anterior o conjunto Tipo é um conjunto de conjun-
tos, que também poderia ser representado por Tipo = {{1,2, 3,4}, {2004, 2005}, {a,e,i,0,u}}.
Nesse caso, verificamos que 1 nao é elemento do conjunto Tipo, pois ndo aparece no conjunto

Tipo como elemento, isto é, separado por virgula(s), e entre as chaves do conjunto Tipo. Um
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modo simples de compreender isso é o seguinte, imagine que cada chave aberta inicie uma cor
diferente desta chave, por exemplo, a primeira chave aberta no conjunto Tipo inicie a cor verde,
sendo a prépria chave de cor diferente de verde, e a segunda chave inicie a cor amarela, sendo
esta segunda chave verde. No conjunto A, o nimero 1, 1 € A, seria verde, enquanto que no
conjunto Tipo, esse nimero, 1 ¢ Tipo, seria amarelo. Ou seja, nessas condigdes um dado objeto
é elemento de um conjunto somente se a cor que a chave inicia é mesma cor deste elemento,

escolhida obviamente uma cor para cada chave aberta.

Ocorre que um conjunto pode ter muitos elementos! Por exemplo, seja brasil o conjunto de
todos os brasileiros, ou X o conjunto de todos os brasileiros residentes no Brasil. Esses conjuntos
certamente estdao delimitados por chaves, mas com muitos elementos. O conjunto brasil é um
conjunto maior ainda que X. Podemos representar um conjunto pela propriedade que seus
elementos satisfazem, portanto X = {y, tal que, y € brasil é residente no brasil}. Observe que
os elementos de X estao delimitados por chaves. Existem, ainda, conjuntos que sao conhecidos
apenas por seus nomes, como o conjunto dos nimeros naturais, cujo simbolo é N. Nesse caso
N=1{0,1,2,3,--- }. Estas sao as formas mais cldssicas de representagdo de um conjunto. Porém
devemos utilizar modos precisos para representar os conjuntos, pois sem rigor podemos chegar

a problemas conceituais ou mesmo erros.

Historicamente, o matematico Alemao Cantor, no século X1.X, contribuiu com muito o que
se conhece da teoria de conjuntos atualmente. Até aquele momento acreditavasse que dada
uma propriedade P, os objetos que satisfizessem P formariam um conjunto. Por exemplo se a
propriedade P fosse: X é um conjunto, entdo existiria o conjunto de todos os conjuntos, isto
é, {X tal que, X é um conjunto} seria um conjunto? No inicio do século X X, no entanto, a
teoria de conjuntos necessitou de um tratamento formal para que se evitasse contradi¢cées. Um
fato importante, nesse sentido, foi o paradoxo de Russel, que contribuiu para esclarecer a nao
existéncia de conjuntos do tipo ”o conjunto de todos os conjuntos”, ou conjuntos obtidos a partir
de uma dada propriedade. Esse paradoxo pode ser facilmente enunciado como segue:

Seja P a propriedade "X ¢ X”e R a lista de objetos que satisfazem a propriedade P, isto
é: R ={X, tal que, X ¢ X}. Se consideramos que R é um conjunto, entao temos o seguinte

paradoxo: ocorre que R € R e R ¢ R, simultaneamente! Um absurdo.

Tal construcao é um paradoxo, no sentido que se R é um conjunto, para todo elemento X,
ou ocorre que X € R ou X ¢ R. Se dada a propriedade P acima e R a lista de objetos que
satisfazem P, ou R é um conjunto ou R nao é um conjunto. Caso suponhamos que R seja um
conjunto, entao tomamos X = R, isto é, podemos testar se R é, ou nao, um elemento de R como

conjunto. Entdo ocorre uma, e somente uma das seguintes condigoes:

(1) se R € R, entao R satisfaz a propriedade P, isto é R ¢ R. Assim R € R, por hipétese, e
R ¢ R pela definigao de R, portanto uma impossibilidade;
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(2) se R ¢ R, entao R satisfaz a propriedade P, portanto R € R, por forca da defini¢ao de R,

a mesma impossibilidade.

Desse modo, supor que R é um conjunto leva ao paradoxo que R € R e R ¢ R. Dal este
paradoxo mostra que nem toda lista de elementos, que satisfazem uma certa propriedade, define
um conjunto. A seguir, apresentamos os axiomas da teoria de conjuntos; o Axioma da Separacao
deve ser confrontado com o paradoxo de Russel, de modo que se tenha uma idéia mais ampla
do significado deste paradoxo. Por exemplo, a relagdo entre este paradoxo e a inexisténcia do

conjunto de todos os conjuntos.

Tal construcao levou essa area da matematica, que atualmente é conhecida por Fundamentos,
a reformular a teoria de conjuntos. A axiomaética, isto é, construcdo de uma teoria através de
axiomas, foi o melhor resultado obtido nessa busca pela reformulacao da teoria de conjuntos e os
axiomas utilizados sdo os de Zermelo e Fraenkel e o Axioma da Escolha. Lembrando que axioma
¢ uma regra fundamental, sem possibilidade ou necessidade de demonstracao. Por exemplo os

axiomas de Geometria.

1.1 Nocao dos axiomas de Zermelo Frankel

Como apresentado, estamos supondo uma nog¢ao intuitiva de conjunto, cujo unico simbolo é €
(le-se 7é elemento”), que indica se um dado elemento estd ou nao no conjunto. Por motivo
didatico, apresentaremos ainda os simbolos C e C, que indicam quando um conjunto tem os
mesmos elementos de um outro conjunto, podendo ser iguais. Isto é, sejam A, B conjuntos;
ACB=Vre Ax € B, que se l1&: A é subconjunto de B se, e somente se, para todo x
elemento do conjunto A, ocorre que x é elemento do conjunto B. O outro simbolo é utilizado,
por exemplo para a condicgo A C A. Repetimos: somente o simbolo € é utilizado a priori, os
demais podem ser definidos a partir dos axiomas abaixo. Apresentamos estas definigbes antes

dos axiomas apenas para simplificar a compreensao.

Para os assuntos que estudaremos sao suficientes os axiomas de 1 a 7, inicialmente apresen-
tamos os axiomas e posteriormente exemplificamos e comentamos aqueles que utilizaremos com

mais freqiiéncia:

1. Axioma da Existéncia: existe um conjunto, denotado por () para o qual qualquer elemento

nao estd neste conjunto, isto é, (Vz), (z ¢ 0).

2. Axioma da Extensionalidade: Dados dois conjuntos A, B, se a condicdo A = B ocorre, entao
(Vo € A)(z € B) = (Vx € B)(z € A).
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o

3. Axioma do Par: Dados dois conjuntos A, B, existe o conjunto {A, B} , o qual A e B sdo seus

Unicos elementos.

4. Axioma da Unido: Para qualquer conjunto A, existe o conjunto Y, tal que, os elementos de Y
sao exatamente os elementos dos elementos do conjunto A, isto é, (VX € A)(Vy € X)(y €
Y).

5. Axioma da Separagdo (ou Axioma do Subconjunto) Dado qualquer conjunto A e qualquer
proposigao P(x), existe um subconjunto do conjunto A, que contém precisamente aqueles

elementos para o qual P(z) ocorre.

6. Axioma das Partes: Dado um conjunto A, existe o conjunto p(A), cujos elementos de p(A)

sao precisamente os subconjuntos de A.
7. Axioma do Infinito: Existe um conjunto A, tal que, (Vo € A)(x U {z} € A).

8. Axioma da Substituigdo: Dados um conjunto A e uma aplicagdo P(z,y), existe um conjunto

B, cujos elementos sdo precisamente a imagem do conjunto A.
9. Axioma da Regularidade: Para todo conjunto A, nao vazio, (3x € A)(z N A = 0).

10. Axioma da Escolha: Dado um conjunto A, de conjuntos nao vazios e dois a dois disjuntos,
existe um conjunto X (ou um conjunto escolha para A), que contém exatamente um ele-
mento de cada membro do conjunto A, isto é, (VA)(a,b € A)(a,b # 0)(anb=0)(3X)(Va €
A)(Au € a)(u € X).

A melhor forma de compreender os axiomas é exemplificar e estudar algumas propriedades,
possiveis a partir da apresentacdo do axioma em particular. Acima estdo apresentados todos
os axiomas, como carater informativo. Nao é nossa intencao aqui estudar todos estes axiomas,
porém apenas alguns deles, que devem auxiliar a compreensao da notagdo a ser seguida, bem

como fundamentar algumas idéias que sao essenciais a teoria de grupos e anéis.

1.1.1 Os Axiomas da Existéncia, Extensionalidade e do Par

O axioma Al garante que existe um conjunto, com a propriedade que para qualquer elemento
Z nao ocorre que x seja elemento deste conjunto, denominado de Conjunto Vazio. Podemos
observar que o primeiro axioma garante que existe um conjunto sem elementos! Mas, esse
mesmo axioma permite concluir que o conjunto vazio é tnico? Tal propriedade é possivel de ser

provada a partir de A2, o segundo axioma. Passamos entao a consideracio, também do axioma
A2.
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O axioma A2, elucida um problema bastante comum com conjuntos, que é a repeticao de
seus elementos. Por exemplo se, ji avangados na teoria de conjuntos, aceitamos que além do
conjunto vazio, existem outros conjuntos, fato que serd garantido pelo A3, sejam A = {1,2,3} e
B =1{1,2,1,3,2,1} dois conjuntos. Estes conjuntos sao iguais? Essa questao, do ponto de vista
16gico pode ter muitos desdobramentos, porém segundo o axioma A2, os conjuntos sdo iguais,
pois (Vo € A)(z € B) = (Vx € B)(xz € A), ou seja, A é subconjunto de B e B é subconjunto de
A, isto é, AC Be B C A. Também podemos responder a questao sobre a unicidade (existéncia
de um tnico objeto) do conjunto vazio. De fato! Se consideramos que o vazio nao é unico, é
porque existe um conjunto vazio ¢, tal que ¢ # (), portanto segundo o axioma A2, um desses
conjuntos deve possuir um elemento que nao estd no outro, mas isso nao ocorre, pois ambos sao
conjuntos vazios e o Al garante que tal conjunto nao admite elementos, portanto ¢ = (), logo a
unicidade do conjunto vazio, sendo este o Unico conjunto que existe, segundo os axiomas Al e
A2

H4 pouco, consideramos o conjunto A = {1,2,3}, embora, até este ponto, exista apenas
0 conjunto vazio; como podemos garantir que existe o conjunto A? KEsse é o conteudo dos
axiomas A3 e A4, os axiomas do par e da unido, respectivamente. Vejamos que o axioma A3
¢ um construtor de conjuntos. De fato, vamos mostrar que existem conjuntos unitarios. Para
isso considere a axioma Al, que garante que existe o conjunto vazio. No axioma A3, fazemos
A = B = (), entao segundo A3, existe o conjunto C' = {(), 0}, que pelo A2, é igual a {@} # 0, pois
() € C, portanto C' é nao vazio, logo nao é o conjunto vazio. Passamos a conhecer, segundo os
axiomas dois conjuntos: o vazio e o unitario do vazio. Porém se utilizarmos o axioma A3 para o
unitério do vazio, isto é A = B = {0}, obtemos o conjunto {{(}} um conjunto unitério, porém
diferente do unitédrio do vazio, isto ¢, pelo A3, {0} # {{0}}, pois como vimos @ é elemento do
primeiro conjunto, {(}} é elemento do segundo conjunto e j4 mostramos que eles sao diferentes,
logo os conjuntos que os contém sao diferentes. Podemos construir conjuntos unitarios, e como
fizemos nos dois casos anteriores, sempre obteremos conjuntos unitarios diferentes. O que mostra

que existem infinitos conjuntos unitarios distintos.

Se, ainda com o axioma A3, consideramos A = {0} e B = {{0}}, entdao C = {0,{0}} um
conjunto com dois elementos. Assim, como existem infinitos conjuntos unitarios, também pode-
mos construir infinitos conjuntos de dois elementos, porém o axioma do par permite construir
apenas os conjuntos unitarios e os conjuntos com 2 elementos, pois como vimos, ou A = B, e
C={A,B} ={A, A} ={A}, ou A# B, e C ={A, B} um conjunto com dois elementos. Para

construir conjuntos com mais de 2 elementos, precisamos do axioma A4.
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1.1.2 Os Axiomas da Uniao e da Separacgao

A construgao que daremos agora permite construir conjuntos finitos de tamanhos arbitrarios.

Inicialmente, contruimos um conjunto com 3 elementos, do seguinte modo:

e Tomemos o conjunto obtido segundo os axiomas Al e A2, C' = {0, {#}} com dois elementos
e o conjunto unitdrio D = {C} = {{0,{0}}}. Segundo o axioma 2 existe o conjunto

A={C,D};

e Usamos o axioma A4, com o conjunto A obtido acima. Explicitando o conjunto temos:
A= {{0,{0}},{{0,{0}}}}. Assim existe o conjunto Y, cujos elementos sao os elementos
dos elementos, quando estes também sao conjuntos, do conjunto A; os elementos de A sao
os conjuntos C' e {C'}, portanto o conjunto Y = {0, {0}, {0,{0}}}, com 3 elementos.

e Podemos interpretar a operagao acima, feita a partir do axioma A4, do seguinte modo:
Y =CU{C} = {y, tal que, y € X, sendo X € A}, ou seja a uniao dos elementos de A,

como conjuntos, quando for este o caso.

Desse modo obtivemos o conjunto {0, {0}, {0, {0}}}, com 3 elementos. Podemos definir novos

conjuntos do tipo A e obter assim conjuntos finitos com nimero de elementos arbitrarios.

Definicao 1.1.1. Se A é um conjunto, |A| denota o nimero de elementos de A, também de-
nominado cardinalidade de A. Quando A for um conjunto finito, escreveremos |A| < oo, caso

contrdrio |A] = oco.

Mas de onde vem o conjunto H = {1,2,3}? Pois o que construimos foi o conjunto ¥ =
{0,{0},{0,{0}}}, |Y| = 3. O que fazemos, nesse caso, é identificar nimeros com conjuntos e
daf associar 1 ao conjunto {}; 2 ao conjunto {,{0}} e 3 ao conjunto {0, {0}, {0, {0}}}. Assim
identificados, com os axiomas A3 e A4, construimos o conjunto {{0},{0,{0}},{0, {0}, {0,{0}}}}
que é identificado com o conjunto {1,2,3}. Para o leitor interessado, essa identificacao é a
construgao axiomadtica do conjunto dos niimeros naturais, sendo o ntimero 0 identificado com o

conjunto vazio.

Observe, ainda, que o numero natural identificado com o conjunto corresponde ao niumero
de elementos desse conjunto, por exemplo, || = 0. Rigorosamente, dado um conjunto cujos
elementos sao conjuntos, contruir um outro conjunto, formado pelos naturais identificados com
o numero de elementos de cada conjunto, como feito acima, é possivel a partir o axioma A8, o

axioma da substituicao, em que, por exemplo, dado o conjunto

A= {0}, {0,{0}},{0, {0}, {0, {0} }}},
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e a aplicacdo que a cada elemento X € A, associamos o numero y = |X|, existe o conjunto

formado pelos elementos y, que é o conjunto {1,2,3}; isto é, se A é um conjunto, P(x,y) =
y/y=lz|,Vz € A, 3Y = {y/P(z,y)}

O axioma A5 garante que, dado um conjunto qualquer A, existe um subconjunto de A que
satisfaz uma dada propriedade P(X). Devemos observar que, inicialmente, é garantido que A
seja um conjunto. Essa hipdtese é essencial, pois caso isso nao seja verificado podemos obter

paradoxos, como o de Russel.

Exemplo 1.1.2. (1) Sejam Z o conjunto dos nimeros inteiros e a propriedade P(x) ="3y €

Z/x+y=0". O conjunto {z/P(z2),z € Z} € o préprio conjunto dos numeros inteiros;

(2) Sejam Z o conjunto dos nimeros inteiros e a propriedade P(x) ="0 nimero x é positivo ou
nulo”; neste caso existe o conjunto N = {n, tal que, ocorre P(n),n € Z} que é o conjunto

dos nimeros naturais;

(8) Sejam R o conjunto dos nimeros reais e a propriedade P(x) ="0 conjunto dos nimeros
da forma %, sendo p,q € Z e q # 07; pelo A5 existe o conjunto frac = {x/P(x),x € R}.
Este pode ser obtido a partir do conjunto dos mumeros inteiros, mas como frac mao €
subconjunto de Z, tal construcdo nao € possivel pelo axioma A5, o arioma que permite tal
construcdo € o arioma A8. Veremos mais a frente que este conjunto nao € o conjunto dos

nimeros racionais, veja [4]

(4) Sejam Z e a propriedade P(x) ="x ¢ {—1,0,1} e os 1unicos divisores de x sio +1 e +x”;
sequndo o azioma A5 existe o conjunto {p/P(p),p € Z} conhecido como o conjunto dos

niumeros primos em 7.

Um exemplo importante é quando, dados um conjunto C' e a propriedade P(X), os elementos
do conjunto C nao verificam a propriedade P(X), ou seja o conjunto {x/P(z),z € C} =0, que

é um subconjunto de C, como demonstrado na proposicao que segue.

Proposigao 1.1.3. Seja C um conjunto; ) C C

Demonstracao. Se C = (), ocorre a igualdade. Sendo () o conjunto vazio, pelo axioma Al,
3z € 0, portanto nao ocorre a condicao do conjunto () possuir elemento que nao esteja no
conjunto C', logo a condi¢ao § ¢ C NAO OCORRE, portanto ) C C. O

Corolario 1.1.4. Se A é um conjunto, entao A C A.

1.1.3 O Axioma das Partes

Vamos expor algumas consideragoes sobre o axioma A6, o axioma das partes, pela sua im-

portancia no contexto do assunto Relagoes e Fungoes, que sao fundamentais para apresentacao da
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Teoria de Grupos. Os demais axiomas, embora importantes, nao serao discutidos, por questoes
de prioridades em nossos objetivos. O leitor interessado pode consultar a referéncia [1], que

aborda minuciosamente este assunto.

Como vimos, os axiomas sao dedicados construtores de conjuntos e, teoricamente, garantem
a existéncia de certos tipos deles. Segundo o axioma A5, dado um conjunto, podemos obter
subconjuntos desse conjunto através de uma adequada propriedade P(X). Mas como garantir
que podemos determinar TODOS os subconjuntos de um conjunto dado? Este é o conteido do
axioma A6, isto é, dado um conjunto A, existe o conjunto cujos elementos sdo precisamente os
subconjuntos do conjunto A. De posse da proposi¢ao 1.1.3, o exemplo mais simples é o conjunto
vazio: seja A = (), pela referida proposicao () C (), e nenhum outro conjunto tem esta propriedade,

porque é nao-vazio. Assim o conjunto dos subconjuntos de ), denotado por p(f) = {0}.

Exemplo 1.1.5. (1) Seja = {1} o conjunto unitdrio do nimero 1. Pelo azioma A6, existe
o({1}); pela proposi¢ao 1.1.3, O é subconjunto de {1}, pelo coroldrio dessa proposicdo,
o proprio conjunto € subconjunto dele mesmo; sendo este comjunto unitdrio nao ewiste

nenhum outro subconjunto deste, portanto p({1}) = {0, {1}}

(2) Seja A ={x,y,z}; se C C A, entdo os inicos elementos possiveis, supondo C # (), de C
s@o x,y,z, portanto C € um conjunto unitdrio, ou de 2 elementos, ou o proprio conjunto
A, logo,
p(A) =1{0,{z} {y}. {} {z, y}. {z, 2}, {y, 2} {z. v, 2} ]

(3) Se A={0,{0},{0,{0}}}, |A| = 3, portanto identificando os elementos de A, com x,y, z,

recaimos no caso anterior e podemos determinar p(A).

Dado um conjunto A, o axioma A6, garante a existéncia do conjunto p(A). Se A é um
conjunto finito, isto é, |[A| = n € N, quantos elementos possui o conjunto p(A)? Se fizermos um

estudo dos primeiros casos possiveis teremos:

Al p(4)] 214
0 1 1=20
12 2 =21
2 4 4 =22
3 8 8 =23
n 2m 2m

A 1ltima linha da tabela acima é um resultado bastante conhecido, para o caso finito. Uma
prova pode ser feita por inducao finita. Comentamos rapidamente o esquema de uma prova por

inducao finita. Basicamente ha dois tipos de prova por inducéo finita: o principio de indugao
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finita e o principio de indugao finita completa. Uma discussao excelente pode ser encontrada na
referéncia [7]. Observamos, ainda que o resultado acima também vale para o caso de conjuntos
infinitos. Este assunto estd além deste material, neste caso a prova do resultado é por inducao

transfinita.

A prova por inducdo ocorre pelo o seguinte esquema: devemos provar para o primeiro caso
em que ocorre o resultado, este passo é denominado P(ng); supomos que seja vélido o resultado
para um numero inteiro k, ou seja, assumimos valido, por hipdtese, o fato que queremos provar
para o inteiro k, esta é a hipdtese de indugao. Feito isso, consideramos o problema para o inteiro
k + 1 e devemos demonstrar que, sendo verdadeiro para k, o serd para k + 1, este é o passo de
indugao. Ou seja P(k) é verdadeiro = P(k + 1) é verdadeiro.

Teorema 1.1.6. Seja A um conjunto finito, o nimero de elementos do conjunto das partes de
A, isto €, |p(A)| = 24l

Demonstragao. Vamos provar por indugao sobre a ordem de A. O primeiro caso é para um
conjunto A, tal que, |A| = 0, isto é A = (), portanto, como vimos no exemplo, |p(A)] =1 =
20 = 2l4l - P(ng) é verdadeira. Em seguida supomos que quando |A| = k, |p(A)| = 2. Vamos
mostrar, que nessas condicoes, o resultado vale para |A| = k + 1. De fato! Seja A um conjunto
com k+1 elementos, digamos A = {aj,as, - ,ax_1,ak, ax+1}; podemos escrever o conjunto A de
outro modo: A = {ay, - ,ax} U{arr1} = BU{ags1}, isto é, a unido entre um conjunto B com
k elementos, |B| = k, e um conjunto unitario, que resultard num conjunto de k + 1 elementos,
pois ag41 ¢ B; por hipétese de inducio |p(B)| = 2%, seja Partes = {X U {ax,1}/X € p(B)},
que existe segundo o axioma A8. Os conjuntos X tomados na unido, sdo elementos das partes
do conjunto B, portanto api1 ¢ X,VX € p(B), entdo todos os elementos do conjunto p(B)
sao diferentes dos elementos do conjunto Partes, isso significa que B N Partes = (), portanto
|p(B)| = |Partes|. Afirmamos que p(A) = p(B) U Partes, de fato nesta uniao estao todos os
subconjuntos de A que nao contém ayy1, provenientes do conjunto B, e todos os subconjuntos
de A que contém ay1, provenientes do conjunto Partes, logo todos os subconjuntos de A estao
nessa uniao, e portanto a igualdade dos conjuntos p(A) = p(B)U Partes. Finalmente! o nimero
de elementos da uniao é exatamente a soma do nimero de elementos de cada componente dessa
unido, isto é, |p(A)| = |p(B)| + |Partes|, isso ocorre pela propriedade de intersegao vazia, logo
|p(A)| = 2F 4+ 2F = 2.2F = 2k+1 — 2l4] ¢ provamos que o resultado vale para k + 1, portanto
estd provado por inducio finita que |p(A4)] = 24 V|A| =n € N. O

Recomendamos ao leitor provar alguns detalhes dessa demonstracao, como por exemplo a
igualdade da unido dos conjuntos, utilizando os axiomas. Nesse caso o axioma A2. Também su-
gerimos que o leitor aplique a construcao da demonstragao para conjuntos com 4 ou 5 elementos,

utilizando o resultado dado no exemplo para um conjunto com 3 elementos.
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O axioma das partes tera diversas aplicagdoes no que estudaremos a seguir. Entre muitas
de suas aplicagoes, estao algumas referentes as técnicas de contagem, por exemplo, j4 sabemos
contar o niimero de subconjuntos de um conjunto com 10 elementos. O resultado é 2! = 1024
elementos, pois se A é um conjunto com 10 elementos, |A| = 10, dai pelo teorema anterior

obtemos o resultado.

1.1.4 Numeros Binomiais

Um outro problema muito comum com conjuntos e subconjuntos é a contagem de subconjuntos
com um numero fixo de elementos. Por exemplo, num conjunto com 10 elementos, ha 1024
subconjuntos. Quantos deles sdo vazios? O leitor atento, rapidamente responde 1, pois sabe que
existe um unico conjunto vazio, pelos axiomas Al, A2. Também é imediato que ha 10 conjuntos
unitdrios, pois |A| = 10. Mas quantos subconjuntos de A existem com exatamente 2 elementos?
Com 8 elementos? ... Enfim com k elementos, sendo 0 < k < 107 Este problema classico é
conhecido por problema binomial. Abaixo enunciamos o problema binomial e indicamos uma

referéncia onde pode ser encontrada uma demonstracao do resultado.

Inicialmente definimos:

Definicao 1.1.7. Seja n um numero natural. Definimos n! = n(n — 1)! sendo que 0! = 1.

Segundo a definicao acima 1! =1(1 —1)! = 1.0l = 1.1 =1; 4! = 4.3! = 4.3.2! = 4.3.2.1 = 24.
Os numeros fatoriais sao freqlientes em problemas de contagem, como observamos no seguinte

lema.

Lema 1.1.8. Seja A um conjunto com n elementos, isto €, |A| = n. Se X denota um subconjunto

~ , . , . |
de A com exatamente k elementos, entdo o nimero de subconjuntos X é (z) = m

Demonstracao. ver [7] O

Exemplo 1.1.9. (1) Dado o conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8}, quantos subconjuntos com 3 ele-

mentos podem ser formados? Segundo o lema, o nimero de subconjuntos com 8 elementos

SOy 9 9876 _ 987 _ qy.
€ (3) = o3 — 3 — 6 — o4

(2) Em uma sala com 13 pessoas, quantas comissoes de 5 pessoas podem ser formadas? Este

problema equivale a determinar o nimero de subconjuntos com 5 elementos, de um conjunto

153) _ 13!

com 13 elementos, verifique! Pelo lema, o numero de comissoes serd ( = B35 =

13.11.10.9.8! __ 13.11.10.9 __ .
518! - 120 = 1287;

(3) Seja A um conjunto com 12 elementos, quantos subconjuntos tém mais de 4 elemen-

tos? Observe que a solugcao deve ser discutida. Poderiamos calcular os subconjuntos de
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5,6---,11,12 elementos e somar tudo, mas podemos usar a idéia de complementar, isto €,
o miimero total de subconjuntos é exzatamente |p(A)| = 2'2 = 4096; em seguida calculamos

o numero de subconjuntos com até 4 elementos, isto €, (102)+(112) +(122)+(132)+(142) =794,

portanto o resultato € 4096 — 794 = 3302 conjuntos sao subconjuntos de A que tém mais

de 4 elementos;

(4) Um conjunto com n elementos tem 2" subconjuntos. FEstes subconjuntos também podem

ser obtidos somando o niumero de subconjuntos com 0 < k <n elementos, isto é:

)+ () () e (1) () =

O axioma das partes também é central, para estudo de relagoes e fungoes, quando conside-
ramos problemas de contagens para estes objetos. Isso ja se evidencia com alguns problemas
ligados ao produto cartesiano, que definimos na préxima secao, embora, uma leitura atenta ird

indicar que estes problemas sao equivalentes num contexto mais geral: as relacoes e as funcoes.

Sugerimos ao leitor textos complementares, pois hd uma certa variacdo na linguagem e
notacao sobre este assunto. Lembramos que o texto apresentado é basico, recomendado como

uma iniciacao a teoria de conjuntos e motivagao para adentrar em seu universo.

Exercicios 1.1.10. (1) Para os conjuntos A ={1,2,2}, B = {1,2,2,3,1},C ={(1,2),(2,1)}, D =
{1727271}7E = {(172)}7F = {172}7G = {(171)}7H = {(17{1})}7I = {17{1}}7J =
{2,1,1,2}, K ={1,2,3}. Quais sao iguais?

2) Seja X ={1,2,3}. Determine os conjuntos
(
(a) p(X);
(b) Partes ={AU{4}/A € p(X)};
(c) o(X)U Partes;
(d) Compare este iltimo com o conjunto p({1,2,3,4}).
(8) Para cada item a sequir determine os valores de x,y, z, conforme o caso
a. {x —y,x+y+3} ={22+3y+2,2— 2y}
b‘ {07 27 47 Z} g {47 z, y}
c. {17 z, y} g {07 27 47 Z}

(4) Seja A um conjunto e p(A) o conjunto de todos os subconjuntos de A. Lembrando que se

A e B sao dois conjuntos, A\ B = {a/a € A,a ¢ B}. Dé exemplos de conjuntos A para
0s sequintes casos:

a. p(A) = {0, {0}, {1}, {2}, {0,1},{0, 2}, {1,2},{0, 1, 2}};
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b. {{1},{1,—1},{{1},2,3}} C p(A). Qual o menor valor possivel para |A|?
c. A\ p(A)#A;

d. A\ p(A)=A#0

e. ANp(A)={{1},{1,0}}

(5) Seja A um conjunto e |A| = n. Determine os possiveis valores de |p(A) \ A| e |A\ p(A)|

(6) Determine todos valores possiveis para z,y ou z, sabendo-se que x,y,z € {—4,—1,0,1,3,4}
ez+y+z2=0

(7) Seja X ={-1,0,1,3,5,6,8}. Determine:
a. Todos os subconjuntos de X que tém exatamente 4 elementos e cuja soma deles seja 8

ou 12;

b. O subconjunto de X, com 5 elementos, cuja soma entre os elementos seja a maior

possivel;
c. Os subconjuntos de X com 5, cujo produto entre seus as elementos seja nulo.
(8) Seja X um conjunto e (X) o conjunto das partes de X. Se A,B € p(X), prove as
sequintes propriedades:
a. (AUB) € p(X);
b. (AN B) € p(X);
c. A(A,B)=(AUB)\ (ANDB) € p(X);

(9) Seja o nome PEDRO DE ALCANTARA MAGALHAES.

a) Determine o conjunto NM, formado pelas letras do nome acima.
b) Responda: o conjunto {a,e,i,0,u} € um subconjunto de NM ¢ Por que?
¢) Qual o nimero de elementos de NM e de p(NM)?

d) Considere Q C p(NM), cujos elementos X € Q, sejam conjuntos de exatamente 4

elementos. Qual o nimero de elementos de Q e de p(Q)?

e) Considere T C o(NM), cujos elementos X € T, sejam conjuntos de exatamente 3

elementos. Determine |T)|.

1.2 Produto Cartesiano

Pelo axioma da extensionalidade, os conjuntos {1} e {1,1} sdo iguais. O mesmo ocorre com

os conjuntos {1,2} e {2,1}, neste caso, observamos que para um conjunto importa apenas seus
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elementos, nao a ordem que eles aparecem. Embora tal situacao seja aparentemente ingénua,
0s conjuntos nao parecem, num ponto de vista ainda mais ingénuo, ser eficientes para ordenar
objetos, isto é, se quisermos interpretar um conjunto de modo semelhante a um ntdmero, ou
seja o numero 12 com o conjunto {1,2}, tal identificagdo nao fica bem definida pois 12 # 21,
embora {1,2} = {2,1}. Em breve poderemos dizer que os conjuntos nao exibem, diretamente,
uma hierarquia entre seus elementos. Anacronicamente, a situacao que levantamos, isto é, uma
boa notacao para indicar ordem, posicao ou hierarquia, foi definida no século XV'I pelo pensa-
dor Rene Descartes, para representar sua idéia sobre o produto cartesiano. Uma consideravel
generalizacao geométrica foi possivel a partir da idéia de par ordenado e sua associagao com os
pontos do espago, definindo o que é conhecido hoje por plano cartesiano. Alguns séculos depois
Gauss definiria o plano complexo, que além de associar pares ordenados aos pontos, permite
definir operagoes algébricas entre estes elementos. Infelizmente, estd longe de podermos discutir
a revolucao dessas idéias no mundo em geral; um texto sobre a historia da Matematica pode

contribuir neste sentido. Sugerimos o livro [?].

Iniciamos, portanto com a seguinte definicao de par ordenado.

Defini¢ao 1.2.1. Dizemos que (x,y) € um par ordenado se (x1,z2) = (y1,y2), sempre que

T1=Y1 €XT2 =1Y2

A definicao de par ordenado pode estendida para uma n-upla ordenada, em que n € N*, e
é comum simplesmente referir-se a uma n-upla, ficando subentendido a propriedade de ordem.

Assim temos uma terna ordenada, 3-upla, uma quadra ordenada, 4-upla, entre varias.

O seguinte teorema foi inicialmente proposto pelo matematico polonés Kuratowsky, no inicio
do século XX. Exibindo uma representacao de conjunto para um par ordenado, isto é, Kura-
towsky mostrou que é possivel representar um par ordenado, e portanto estabelecer uma relacao

de ordem, utilizando-se apenas a representacao de conjuntos.

Teorema 1.2.2 (Kuratowsky). Seja (x,y) um par ordenado. O conjunto {{z},{x,y}} satisfaz

as mesmas propriedades de (x,y).

De modo andlogo podemos generalizar a representacao de uma n-upla, utilizando apenas a

notacao de conjuntos.

Vamos definir produto cartesiano. Como motivacao para esta definicdo apresentamos as
seguintes questoes. Se A = {z,y} C B = {1,2,3}, ja4 vimos que A pode ser um subconjunto de
B, com 1 elemento, caso = y, ou 2 elementos se x # y. Mas o que dizer para o caso (z,y), tal
que z,y € B? Ou quais as possiveis ternas ordenadas (x,y, z), tal que, z,y,z € B={1,2,3}7 A
definicdo de produto cartesiano auxilia nesta questao, embora observamos que esta motivacao,

nao necessariamente, esteja ligada a motivacao original da definicdo de poduto cartesiano.



14 CAPITULO 1. CONJUNTOS, RELACOES E FUNCOES: UMA BREVE ABORDAGEM

Definigao 1.2.3. Sejam A e B sdo dois conjuntos, o conjunto A x B = {(a,b)/a € A,b € B}

€ o produto cartesiano dos conjuntos A e B.

A definicado de produto cartesiano pode ser estendida para n-uplas, de modo andlogo &

definicao anterior. A seguir exibimos alguns exemplos de produto cartesiano e sua generalizagao.

Exemplo 1.2.4. (1) Se A= B ={1,2,3}, o produto cartesiano
AxB={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3,3)},

portanto observamos que hd 3.3 =9 pares ordenados;

(2) Se A= B =R,o0 conjunto dos nimeros reais, entio o produto cartesiano A x B define o

plano cartesiano, representado por R?.

(8) Seja | um retangulo delimitado pelas retas x = 1;x = 2;y = 1;y = 3 do plano cartesiano.
Sejam os conjuntos X = {x/1 <x <2,z € R} eY = {y/1 <y <3,y € R}. O produto

cartesiano A X B define, como conjunto, o mesmo retingulo l;

(4) Sejam A, B,C conjuntos. Sequndo a defini¢io de produto cartesiano D = A X B € um
conjunto, portanto D x C é o conjunto T = {(d,c)/d € D,c € C}. Sex € T, x =
((a,b),c),a € A,b € B,c € C. Este par ordenado tem as mesmas propriedades da terna
(a,b,c), pois se ((a,b),c) = ((u,v),w) = (a,b) = (u,v) e ¢ = w; da primeira igualdade,
a=u,b=wv, ou seja (a,b,c) = (u,v,w). Assim os elementos de (Ax B)xC tém as mesmas
propriedades das ternas (a,b,c), e podemos definir o produto cartesiano A x B x C' =
{(a,b,c)/a € A,be B,ce C}

(5) De modo andlogo ao plano cartesiano, podemos definir o Espago euclideano por RxRxR =
RS
Seja A um conjunto. Lembrando que |A| denota o niimero de elementos do conjunto A, entéo

|A x B| = |A||B|, o que sugere o nome ”produto” cartesiano.

Exercicios 1.2.5. (1) Para cada item a sequir determine os valores de x,y,z, conforme o

caso
(a) (v —y,x+y+3)=(2z+3y+2,7—2y)
(b) (x+y+3,z—y)=2z+3y+2,x—2y)

(2) Seja X ={-1,0,1,3,5,6,8} ¢ B = p(X) x X. Determine o subconjunto de B, isto é de
elementos (A,x),A C X,z € X, cujo |A| =5, tal que o produto entre todos elementos de

A e a sequnda coordenada x, seja nulo.

(8) Prove o teorema de Kuratowsky;
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(4) Generalize o teorema de Kuratowsky para uma n-upla;
(5) Mostre que se |A| =m e |B| =n, entdo |A x B| = mn.
(6) E verdade que A xX B € sempre diferente de B x A, se A e B sdo diferentes?

(7) Prove que |A x B| = |B x A|

1.3 Relagoes e Funcoes

O conceito de relacgao estd diretamente ligado ao conceito de par ordenado, uma vez que podemos
”relacionar”a primeira coordenada com a segunda coordenada, ou de modo geral para as n-
uplas, relacionar as coordenadas umas com as outras, porém de um modo preciso. Como vimos
no exemplo 4, as n-uplas podem, sempre, ser tratadas como pares ordenados, portanto o que

apresentarmos para os pares ordenados, é andlogo para as n-uplas.

Considere os conjuntos A = {—1,1,2,7}, B={1,2,5} e C = A x B, isto é,
C= {(_L 1)7 (_17 2)a (_L 5)7 (L 1)7 (L 2)7 (15 5)7 (2a 1)7 (2a 2)a (27 5)7 (73 1)7 (73 2)3 (77 5)}7

o produto cartesiano entre A e B. Vamos considerar alguns subconjuntos do conjunto C e

observar que podemos identificar estes subconjuntos com objetos ou propriedades conhecidas.

Por exemplo o conjunto menor = {(—1,1),(—1,2),(-1,5),(1,2),(1,5),(2,5)} é um subcon-
junto de C, isto é menor C C, pois todos os elementos de menor estao em C. Este mesmo
conjunto pode ser determinado do seguinte modo: menor = {(a,b)/a € A,b € B,a < b}, ou seja
menor é o subconjunto do produto cartesiano A x B, cuja primeira coordenada é menor que
a segunda coordenada. Outro subconjunto de C' é reta = {(—1,1),(1,2),(7,5)}, que também
pode ser determinado do seguinte modo {(a,b)/a € A,b € B,a —2b = —3}. Ou, da mesma
forma, podemos obter subconjuntos de C, a partir de algum tipo de propriedade, por exemplo:
par = {(a,b)/a € A,b € B,a é um numero par} = {(2,1),(2,2),(2,5)}. Como vimos, teorema
(1.1.6), |C| = 4.3 = 12 e portanto C possui 22 = 4096 subconjuntos, portanto ficaria extenso
apresentar todas as possibilidades para este exemplo, bem como para conjuntos ainda maiores.
Mas é importante ressaltar essa caracteristica para o produto cartesiano entre os conjuntos. O

que motiva a seguinte defini¢ao:

1.3.1 Relacao

Definicao 1.3.1. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Definimos relacao entre A e B a
todo subconjunto de A X B, o produto cartesiano de A e B. Se R é uma relacio de A em B,

denotamos isso por: R: A — B, sendo A o dominio da relagao e B o contra-dominio.
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Para conhecermos qual é a relacdo R, deve-se descrever a propriedade que relaciona os
elementos do dominio, com os elementos do contra-dominio. A notacdo mais comum para esse
fim é: a — b, sendo por convencao a € A, b € B, seguida da propriedade que o elemento b deve
satisfazer, desse modo o par ordenado (a,b) € R, pois R C A x B. A seguir apresentamos alguns

exemplos que elucidam essa notacao.

Exemplo 1.3.2. (1) Segundo o pardgrafo anterior, menor : {—1,1,2,7} — {1,2,5}, que associa
a todo elemento do dominio ain{—1,1,2,7} os elementos do contra-dominio b, tais que,
a seja menor que b, isto é, a — b, tal que, a < b. Portanto (—1,1) € menor, porém
(1,1) ¢ menor, pois nao ocorre que 1 < 1, ou seja, a relagio menor nao se verifica para o
par (1,1);
menor = {(—1,1),(—-1,2),(-1,5),(1,2),(1,5),(2,5) };

(2) A relagao reta : {—1,1,2,7} — {1,2,5}, a — b/2b = a + 3. Neste caso, —1 — 2(1) =
2=—-143..(-1,1) € reta. Verificando a propriedade para todos os pares ordenados do
produto cartesiano, obtemos reta = {(—1,1),(1,2),(7,5)} € {—1,1,2,7} x {1,25}, que €

a relacao dada;

(8) A relagao t : p({z,y,z}) — {—1,0,1,2}, tal que, X — |X]|, isto €, o dominio € o conjunto
p({z.y.2}) = {0.{a} {y} {e} Az, v}, {z. 2} {y, 2} {=,y, 2}}, portanto O — 0;{z} —
1;{y, z} — 2, porém {x,y,z} nao estd associado a qualquer elemento do contradominio,

pois 3 ¢ {—1,0,1,2} o contra-dominio. Desse modo, a relagao é dada por

t={(0,0),{=},1), (v}, 1), {z} 1), {2, },2), ({2, 2}, 2), ({y, 2}, 2)}

(4) Seja R: R — {0,1}, 2 +— 1, se 22 < 0, ou seja a relagdo R associa 1 aos mimeros reais
cujo quadrado seja negativo. Mas o quadrado de qualquer nimero real € sempre positivo,
logo nenhum elemento de R associa-se ao numero 1, portanto ndo existem pares ordenados

para essa relacao, entao R = 0;

(5) A relagdo par : N — N/n — 2n € o subconjunto par C N x N, par = {(n,2n)/n € N}.

Sejam A, B dois conjuntos e R : A — B uma relacao. Utilizaremos a seguinte notagao: como
vimos A é o dominio e B é o contra-dominio. Se x € A ey € B é tal que (z,y) € R, entdo
dizemos que y é imagem de x e denotamos isso por R(z). O subconjunto do contra-dominio de
todas as imagens de z, pela relacdo R, é denominado imagem de x e denotado por R[z], isto
é, R[x] = {y/(x,y) € R}. Se X C A, R[X]| = {y/(z,y) € R,z € X} denominado conjunto
imagem do subconjunto X, ou simplesmente imagem de X; podemos considerar a relacao R
restrita ao conjunto X, isso significa que a relacdo é calculada somente sobre o subconjunto
X, que denotamos por R|x. Desse modo R[A] é denominado imagem da rela¢do, ou simples-
mente imagem. Assim, no exemplo (1) menor(—1) = 1, menor(—1) = 2; menor[—1] = {1,2,5};

menor[l] = {2,5}; menor(7) nao existe no contra-dominio, portanto menor(7] = 0; a imagem
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da relagdo menor é o conjunto {1,2,5}, pois todos estes elementos estao associados a algum ele-
mento do dominio. Nos exemplos seguintes temos: reta[{—1,1,2,7}] = {1,2,5};t[p({z,y,2})] =
{0,1,2}; R[R] = 0; par[N] = {0,2,--- ,2n,...}, sdo os conjuntos imagens das relagoes indicadas.
Podemos observar que, relativamente a imagem, nosso referencial é o dominio. Porém podemos

tomar como referéncia o contra-dominio. Nesse caso, referimo-nos ao termo imagem inversa.

Seja R : A — B, uma relagdo. Se y € B, R™1[y] = {z/(z,y) € R} é denominado imagem
inversa do elemento y, pela relagio R. Analogamente, se Y C B, R7![Y] = {z/(z,y) € R,y €

Y'}. Retomando o exemplo 1,

menor—'[2] = {—1,1};menor—'[{1,2,5}] = {-1,1,2}.

Seja R : A — B uma relagdo. Segundo a definicaio R C A x B, isto é, R € p(A x B)
o conjunto de todos os subconjuntos de A x B. Nessas condi¢bes, dados os conjuntos A e B,
conhecemos TODAS as possiveis relagoes de A em B. Por exemplo, se A = {1,2} e B = {—1,1},
existem 2* relacoes possiveis de A em B, pois |A x B| = 2.2 = 4. Qualquer relacio R: A — B
é um subconjunto do produto cartesiano, isto é, VR : A - BJR C Ax B .. R € p(A x B);
pelo teorema (1.1.6), |p(A x B)| = 2/4*Bl = 2* = 16. Este resultado ¢ de fécil demonstracao,

bastando generalizar os argumentos anteriores.

Para os conjuntos A e B acima, seja C = A x B ={(1,-1),(1,1),(2,-1),(2,1) };

@(C) = {@7{(17 _1)}7 T 7{(17 _1)7 (17 1)7 (27 _1)}7 T 7{(17 _1)7 (17 1)7 (27 _1)7 (27 1)}}7

cujos elementos sdo as relacoes de A em B. Assim o nimero de elementos possiveis para essas
relagoes varia entre 0 e 4. Pelo teorema 1.1.8, podemos determinar o nimero de relacbes com

exatamente 0 < k < |C| elementos, isto é ('i‘) relagoes tém exatamente k elementos.

Proposicao 1.3.3. Seja R : A — B, uma relagio. Tal que |A] = m e |B| = n. Se |R)|
denotar o nimero de relagoes de A em B, e |Ri| a quantidade dessas relagoes, com exatamente

k elementos, entdo:
i.) |R| =2™";

2.) [Re| = (7).
Exercicios 1.3.4. (1) Seja R = {(1,{1,2}), ({=1},1), ({1}, {1}), (1. 2), (=1,2))}, a relacdo
R: A — B, responda falso ou verdadeiro.
a) O conjunto A ¢ o dominio da relagio e A C {1,(1,2),2, {1}, {~1}};
b) R(1) € {1,2};
c) R(1)={1,2};
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(2)

(3)

(4)

(5)

d) R[(1,2)] ={(-1,2)};
e) O conjunto imagem da relagio R é o conjunto {1,{1,2},{1},(—1,2)}
Seja A = {janeiro, fevereiro, mar¢o, abril, maio, junho, julho, agosto,

setembro, outubro, novembro, dezembro} e vg : A — A;vg(x) =y , quando o conjunto das

vogais de T e o conjunto das vogais de y sdo iguais. Determine:

a) A imagem do elemento abril, isto €, vg(abril);

b) A imagem inversa do elemento junho

c) O dominio, o contra-dominio, a relagao vg e a imagem da relagdo
d) vg(junho)(vg(setembro)

e) Sevg: A— Ajvg(z) =y, quando o nimero de elementos do conjunto das vogais de
x for igual ao numero de elementos do conjunto das vogais de y, determine os itens

anteriores para essa nova relagdo.

Seja X um conjunto finito, tal que, | X| = n. Determine o nimero de relagdoes possiveis de
X em p(X) e o nimero de relagoes possiveis de p(X) em X. Dé exemplos de uma relagdo

quandon =4 en = 5.

Sejam X e Y dois conjuntos finitos nao vazios, isto €, | X| =n e |Y| = m, dois nimeros
naturais positivos.
a) Calcule o nimero de relagoes possiveis entre X e Y.

b) Para n = 5 e m = 4, determine exemplos de relagoes, em que a imagem de cada
elemento tenha exatamente 3 elementos, e elementos distintos tenham imagens dis-

tintas.

c) Quantas relagoes, em que, cada elemento do dominio tenha eratamente 3 imagens

sendon =5 em=47¢
d) Quantas relagoes, do tipo do item b), sao possiveis?
Sejam X e Y dois conjuntos e R : X — Y uma relagao. FExplique, detalhadamente, os
sequintes itens e exemplifique para X e Y, dois conjuntos escolhidos por vocé.
a) R(z),R[z], R[{z}],Im[{zx}|eIm|[x],R e Im(R) quando x € X ;
b) R[A] e Im[A], quando A C X ;
c) R7YY],RY{Y}] quandoy € Y
d) R7'[B]/BCY.
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(6) Seja mod,, uma relagao em A C Z, o conjunto dos numeros inteiros, que associa a cada
inteiro i, o resto da divisdo de i pelo nimero n, (por exemplo mod;(26) = 5, pois 26 =

7.345). Calcule a imagem da relagao mod,, para os sequintes casos:

a) n=3eA=1{1,2,3,4,5}

b) n=7eA={-2-1,01,23,4}

c) n=10 e A=1{0,1,...,23}, o conjunto dos naturais entreQ e 23;
d) n=4eA=1{0,1,2,3,2001,2002, 2003, 2004, 2005, 2006 }

(7) Seja o conjunto A = {—1,1,2, -2}, e subA : p(A) — p(A) , a relagio que a todo elemento
X do dominio associa os elementos Y do contra-dominio que tém o mesmo niumero de
elementos, isto €, se | X| =1|Y| , entdo, (X,Y) € subA ;

a) Mostre que {—1,1} € p(A) e determine subA[{—1,1}] , a imagem de {—1,1};
b) Mostre que {1,2,—2} € subA[{1,2,—2}] e calcule a imagem inversa desse elemento;

c) Se o conjunto A tiver 10 elementos, quantos elementos terd o conjunto imagem de um

subconjunto de A com 6 elementos?
(8) Seja R: A — B, uma relagdo.

a) Quantas relagoes R existem, se A tem 15 elementos e B tem 8 elementos?
b) Se A={1,2,3,4,5} e B={-1,0,{1},{2}}, determine uma relagio R com exatamente
6 elementos;

c) Se|A|=5e|B| =4, determine quantas relagdes existem com exatamente 6 elementos.

(9) Seja A = {janeiro, fevereiro, margo, abril, maio, junho, julho, agosto, setembro, outubro,
novembro,dezembro} e vg : A — A;vg(x) = y, quando = e y tém as mesmas vogais,

independentemente se repetem ou estdo fora de ordem. Determine:

a) A imagem do elemento abril;
b) A imagem inversa do elemento junho;
c) vg~[marco] Uvg~[maio];

d) Prove que vg[junho] = vg~[outubro].

Como vimos, dados dois conjuntos A e B, podemos determinar as possiveis relacées de um
conjunto no outro. Dessas relacoes possiveis, existe um caso particular de especial importancia,
que denominamos de funcao. Vamos exemplificar, com uma situagao fisica, uma dessas relagoes
particulares: se o conjunto A representa o conjunto de todos os instantes em que uma particula
é observada e o conjunto B, a posicao dessa particula e a relacdo S : A — B, que a cada tempo
t observado, t € A associa a posicdo x € B ocupada naquele instante, duas condicdes, do ponto

de vista cldssico, devem ocorrer.



20 CAPITULO 1. CONJUNTOS, RELACOES E FUNCOES: UMA BREVE ABORDAGEM

i A cada instante t € A, existe um elemento p € B, correspondente & posicao da particula. Isto

ocorre pois a particula nao desaparece instantaneamente;

ii Cada instante ¢ corresponde a uma tnica posicao p, porque sabemos que um corpo nao pode

estar em dois lugares distintos ao mesmo tempo.

Uma relagdo com esta propriedade é o que sera definido a seguir por funcao.

1.3.2 Funcgao

Definicao 1.3.5. Sejam X e Y dois conjuntos e f : X — Y wuma relacdo. Dizemos que a

relacao f € uma funcdo se ocorrem as sequintes condigoes:

(i) Vz € X,3y € Y/f(x) =y [Lé-se: Para todo elemento do dominio, existe um elemento no

contra-dominio que € sua imagem/. Esta condigdo denominamos de ”existéncia”

(ii) O walor y da condigdo (i) € tunico. Esta condi¢do denominamos de unicidade.

As condigoes de existéncia e unicidade, que uma relagdo deve satisfazer para ser uma funcao,
podem ser resumidas na seguinte expressao: Vo € X3ly € Y/f(z) = y. O simbolo 3! significa:
existe um unico, portanto dizemos que f é uma funcao se para todo elemento do dominio existe

um tnico elemento do contra-dominio que é sua imagem, isto é, f(x) =y € Y.

Pelo fato de toda funcao ser uma relacdo, a notacao utilizada para a relagdo é a mesma para
as fungoes. Assim, se f: X — Y é uma funcao, o conjunto X é o dominio e Y o contra-dominio;
sex € X, f(z) € Y é aimagem de x pela fungao f. Pela defini¢ao de fungao o conjunto f[z] serd
sempre unitario, portanto nao é comum utilizar esta notagdao para um elemento, no contexto
das fungoes. Se A C X, o conjunto f[A] = {f(z)/x € A} é denominado imagem do conjunto
A. Quando A = X, o conjunto f[X] serd denominado imagem da fungao, nesse caso é comum
referir-se a este conjunto por Im(f). Sey € Y, f~y] = {z/f(z) = y} é a imagem inversa de
y, finalmente, se B € Y o conjunto f~![B] = {z/f(x) € B} é denominado imagem inversa do

conjunto B.

E importante reforcar que uma funcdo f : A — B, é denominada de funcao f. Se z € A,
entao ha sentido escrever f(z); e somente neste caso é possivel tal representagao. E comum em
textos de matemadtica encontrarmos a representacao f(x), sem tal indicagao, geralmente, por ficar
subentendido que © € A. Porém nao devemos referirmo-nos a uma fungao pela representacao
f(2), este termo, em verdade é um elemento do contra-dominio da funcdo f, isto é, f(z) € B. B
comum escrevermos f(z) ="alguma sentenca em x”e isto é feito para representar como a funcao

f converte os elementos do dominio, em elementos do contra-dominio.
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A seguir apresentamos alguns exemplos de funcdo. Apresentamos algumas funcoes reais

e lembramos que, para essa classe de fungoes, dominio é o maior subconjunto dos numeros

reais

para o qual a condicdo de existéncia e unicidade, de uma funcao f, esteja verificada,

representamos este conjunto por Dom(f).

Exemplo 1.3.6. (1) A funcio f: A — A/f(a) = a denominada fungao identidade. Veremos

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
(7)

(8)

no capitulo Il a importincia dessa funcdo. A sequir os exemplos sdo de fungdes reais. Isso
nao impede que definamos essas funcées em dominios quaisquer ou mesmo em conjuntos

cujo dominio nao seja igual ao contradominio;

Sejam a,b € Rya # 0. A fungio f : R — R/f(x) = ax + b € a fun¢ao linear. Se b =0
¢ comum denominar a fun¢ao f(x) = ax de func¢ao afim. Se a =1,b=0 a fungio f € a

funcdo identidade em R

Sejam a,b,c € R,a #0. A funcio f:R — R/f(x) = ax® + bx + ¢ € a fungdo quadrdtica,

ou funcdo de sequndo grau;

Sejam a; € R,i € N en € N um natural fizado, tal que, a, # 0. A funcdo f : R — R, tal
que

1

f(@) = anz" + an 13"+ a9z’ + a1z +ag = Z a;z’ + a,

1<i<n

€ a fungdo polinomial de grau n;

Sejam f,g duas fungoes polinomiais de graus m,n, respectivamente, e O = {z/x € R, g(x) =

0} o conjunto de raizes da equagio g(x) =0. A fungao @ : R\ O — R, tal que

o @)
QW) = oy

€ denominada funcao racional;
Seja a € RT. A fungio f: R — R/f(x) = a® € a fungdo exponencial.

Seja EXP ={f:R —R"/a € RT, f(x) = a*} o conjunto de todas as funcdes exponenci-
ais; g : Rt — EXP/g(a) = a® é uma fungao.

A fungio ¢ : ZT — ZT /n — |{i, tal que, 1 < i < n — 1,mdc(n,i) = 1}, isto é, p(n)
representa a quantidade de nimeros inteiros entre 1 e (n — 1), que sdo relativamente

primos com o numero n. FEsta funcdo é conhecida por ¢ de Euler.

Inicialmente, observe que uma funcao f deve estar definida para um conjunto A, o dominio

da funcao. Os exemplos acima, exceto os dois ultimos, sdo parte de uma classe importante de

functes: as fungoes elementares.



22 CAPITULO 1. CONJUNTOS, RELACOES E FUNCOES: UMA BREVE ABORDAGEM

Podemos obter outras fungoes, de modo semelhante ao fato de podermos obter outros

nuimeros a partir dos nimeros naturais. Por exemplo seja ¢ € R, dadas as fungGes reais g, h,

tais que, g(z) = —3x;h(z) =+ 7, se Vz € R, tomarmos z = ¢g(z) = —3z e em seguida calcu-
larmos h(z) = h(—3z) = =324+ 7 = h(g(z)), portanto Vz € Dom(g), tal que, g(z) € Dom(h),
h(g(z)) = —3z + 7. Portanto definimos uma nova func¢ao denotada por h o g, repetimos, como

observado anteriormante, que h(g(z)) nao é uma funcao, porém um modo de expressar a fungao

h o g funcionalmente. A préxima definicao trata desse caso.

Definicao 1.3.7. Sejam f,g fungoes, tal que, f : A — B;g : U — V, e Im(f) C U. Entdo
podemos definir a fungio go f: A — V/go f(x) = g(f(x)).

Exemplo 1.3.8. (1) Seja A um conjunto ndo vazio, e f,g : A — A, tal que f(x) = x e
g(z) = bx — 1, Sendo Im(f) C Dom(g), estd definida a funcdo go f e g(f(x)) = g(x) =
S5z — 1; em particular Im(g) € Dom(f), portanto também estd definida a fungao fog e
flg(z)) = f(bx — 1) = bz — 1. Observe que nesse exemplo fog=go f, o que ndo ocorre

em geral;

(2) Sejam as fungoes f : R* — R/f(z) =1, eg: R — R/g(z) = 5z — 15. O conjunto
Im(g) = R € R* = Dom(f), portanto a fungio f o g, nao estd definida, pois f(g(z)) =
f(bx —15) = ﬁ e Af(g(3)), isto é, f o g ndo satisfaz o critério de existéncia para
3 € Dom(fog). Porém go f estd definida: g(f(z)) = g(1) = 2 — 1, pois Dom(f) =R* e

portanto g o f € uma funcdo.

(8) Sejam f: R — R/f(z) = 35‘/’2_5, eg:R — R,g(x) =2% as funcoes fog e go f, estao
definidas, sendo

fog:R - B/f(gla)) = 222,

gof:R—R/g(f(z)) =202 = V2525

(4) Ainda considerando o exemplo anterior, estao definidas as fungoes
gog:R—R/g(g(x)) = 2%,

e fof, esta ultima, se desejamos calcular f(f(3)), calculamos f(3) = 2, portanto f(f(3)) =
f(2) = % Funcées do tipo g o g, também sdo denotadas por ¢g°; observe como esta func¢do
¢ explosival

Exercicios 1.3.9. (1) Um edital para um contrato piblico contém 15 itens, a cada item do
edital serd atribuida uma nota n, na sequinte condigio: n € {1,2,3}, isto €, cada item
pode ter uma nota valendo 1, 2 ou 3. Dessas 15 questoes, 7 devem valer 1 pontos, 3 devem
valer 2 e 5 devem wvaler 3 pontos. O edital permite que cada concorrente escolha a nota de

cada item. Seja f a funcdo, que representa um possivel contrato:
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(2)

(3)

(4)

(5)

a) Seja A={(z,1),(y,2),(z3)/x € {3,5,7,10,11,13,14},y € {2,4,8},z € {1,6,9,12,15} },

escreva A e explique se ele representa uma possivel funcao f?

b) Simule a proposta de 3 contratos diferentes, relativamente aos valores dos itens, isto €,

determine 3 funcées f;
c) Calcule o nimero possivel de contratos distintos, que atenda as condigoes do edital?

d) Compare o valor do item c¢) com o nimero total de fungoes com dominio e contra-

dominio iguais a funcdo f. Justifigue sua resposta.

Sejam X e Y dois conjuntos e f : X — Y wuma funcdo. Responda os itens a seguir,

ressaltando as diferencas com o exercicio 5 da se¢cdo anterior

a) f(z), flz], fl{z}], Im[{z}eIm[z],f e Im(f) quando x € X ;

b) f[A] e Im[A], quando A C X ;

o) fTYLFTHH{YY quando y €Y

d) f7'[B]/BCY.

Considere os conjuntos A, B, C e D, tal que: A =1{1,2,3,4,5}; B ={—1,{-1},1,{2}};|C| =
12 e D = A x C, nessas condigoes:

a) Qual o nimero de elementos do conjunto D?

b) Determine o nimero de funcgéoes f : B — D ;

c) Se R: A — B ¢é uma relagao, determine quantas relagoes R existem, com exatamente

6 elementos?

d) Dé exemplo de uma relagio R : A — B, com 5 elementos que seja uma fungao.

Seja f : {a,b,c,d,e, f} — {a,b,c,d,e, f}, uma funcio injetora. Seja ALFABETO o
conjunto de todas as letras do alfabeto (26), PALAVRA o conjunto de todas as “pala-
vras” (justaposicao de letras do alfabeto, com ou sem repeticio) de até 26 letras, formadas
pelas letras do alfabeto e g : p(ALFABETO) — PALAV RA, a funcdo que associa a
cada subconjunto NOME € o(ALFABETO), a palavra formada pelas letras do conjun-

tos NOME, na ordem em que aparecem: da esquerda para a direita.

a) Dé5 exemplos diferentes de fungao f;

b) Verifique se o conjunto Im(f) é subconjunto de p(ALFABETO) , caso afirmativo,

caleule a fungao g , para os exemplos do item a).

c) Calcule quantas fungoes f e g pode-se definir.
Dé exemplos para as sequintes funcdes ou relagoes:

a) uma fungdo f entre os conjuntos {1,2,3,4} e {a,b,c,d, e}, tal que [Imy| seja mdzimo;
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(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

b) uma fungdo f entre os conjuntos {1,2,3,4} e {a,b,c,d,e}, tal que |Imys| =2;

c) uma relagdo do conjunto Z sobre o conjunto Z que nao verifique o critério de existéncia
na defini¢cao de fungao;

d) uma relagio do conjunto {1,2,3,4} sobre R, que nao verifique o critério de unicidade
na definicao de funcao.

Sejam f: A— B eg:X —Y duas funcdes.

a) Em que condigoes podemos definir f o g;

b) Em que condi¢oes podemos definir go f;

c) Em que condig¢oes podemos definir fog ego f;
d) Ezemplifique os itens acima.

Sejam f,g : {1,2,3} — {1,2,3}. Se f(1) = 2;f(2) = 3;f(3) =1 e g(1l) = 3,9(2) =
2:9(3) =1, Calcule as funcées fog; go f; f? e g°.

Sejam f: N — N a funcdo fatorial, f(n) =n!eg:Z — ZT a fungio que a cada nmimero
inteiro n, associa o maior fator primo de n, isto € f(n) = p se p é o maior nimero primo
que divide n.

a) Calcule f(4);g(100);g(800);

b) Ezplique se podemos definir a fungao fog?

c) Explique se podemos definir a fung¢ao go f?

d) Calcule, quando possivel: fo g(16); fo g(12); go f(12);

e) Mostre que se g(n) = p entao g(f(n)) = p.

Dé exemplos de relagoes que nao sejam funcdo. Apresente um exemplo que apenas falhe

o critério e existéncia, e um outro que falhe apenas o critério de unicidade e um exemplo

que falhe os dois critérios.

Sejam X e Y dois conjuntos finitos nao vazios, isto é, | X| = n,|Y| = m € N*, inteiros

positivos. Prove que o numero de funcgoes possiveis entre X e Y € dado por n™.

Mostre que dados m,n € N*, entdo m™ < 2™ e n'™ < 2™

1.3.3 Relagao de Equivaléncia

Vamos apresentar alguns tipos importantes de relacao e funcdo, que aparecem naturalmente,

tanto em teoria, quanto na natureza e atividades da vida. Iniciamos com o conceito de relagao

de equivaléncia, muito comum, como poderemos ver pelos exemplos.
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Definicao 1.3.10. Seja A um conjunto e R uma relacdo em A, isto é R: A — A. Dizemos que

R € uma relacdo de equivaléncia se ocorrem as sequintes 3 propriedades:

(i) A propriedade reflexiva: Ya € A,a € RJal,
(ii) A propriedade simétrica: se a € R[b], entdo b € R|al

(iii) A propriedade transitiva: se a € R[b] e b € R[c], entdo a € R]c]
A imagem Rla] € denominada classe de equivaléncia da relagao.

A propriedade reflexiva garante que dentre as possiveis imagens para um elemento qualquer,
a, do dominio, o préprio elemento é sua imagem, isto é, R(a) = a. Por exemplo a relagao
M :{1,2,3,4} — {1,2,3,4}, tal que, z — y se x < y.

A propriedade simétrica garante que dado um elemento x, se y estd4 no conjunto imagem de
x, entdo = estd no conjunto imagem de y, isto é R(x) = y = R(y) = z. Por exemplo a relagao
acima nao ¢ transitiva, pois M[2] = {2,3,4} . M(2) = 4, mas M[4] = {4} .. M(4) =4 # 2.
Um exemplo de relagdo simétrica é a relagao P : {1,2,3,4} — {1,2,3,4}, x — y, se z e y tém
a mesma paridade. Entdo P(2) = 4 pois sao pares, e da mesma forma P(4) = 2. Esta relacao

também é reflexiva.

A propriedade transitiva permite relacionar dois elementos que tenham em comum o fato do

primeiro ser a imagem de um certo elemento que, por sua vez, é a imagem do segundo elemento.

Exemplo 1.3.11. (1) A relagdo em 7Z, de paridade, R : Z — Z/R(i) = j, se i,j sdo ambos

pares, ou impares;

(2) A relagao em Z, que fizado um nimero natural positivo n, associa ao nimero inteiro i,
um numero j, tal que i — j seja um maltiplo de n, isto é, Ik € Z/i — j = kn, observe
que isso significa que o numero i — j € divisivel por n e, geralmente, dizemos que n divide
1 — j. Essa relagao € comum em Algebm e tem vdrias notacoes e interpretagoes, vamos
introduzindo essas notagdes ao longo dos capitulos, incialmente vamos denomind-la mod,, :
Z — Z/mody (i) = j, se n divide i — j, que também denotamos por n|(i — 7). Por exemplo
modg : Z — 7, modg(7) = 13, pois 6|(13 — 7);

(8) A relagio "dia”em "ano”, o conjunto dos meses do ano, que associa a cada més m, um
més, n, que tenha o mesmo numero de dias de m, isto é, dia : ano — ano/dia(m) = n
sem en tém o mesmo numero de dias, assim, dia(fevereiro) = fevereiro; dia[abril] =

{abril, junho, setembro, novembro}

(4) A funcao identidade, isto €, f : A — A/ f(x) = x € uma relagao de equivaléncia. Deizamos

ao leitor, como exercicio, mostrar que € a unica funcdo com essa propriedade.
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Os exemplos acima sao de relacoes de equivaléncia, porém devemos provar quando uma dada
relacdo é uma relagdo de equivaléncia. A seguir provamos que a relacao mod, é uma relagdo de

equivaléncia.

Proposicao 1.3.12. Seja n um nimero inteiro positivo. A relagao mod,, : Z — Z]i — j se n

divide i — j, € uma relagao de equivaléncia.

Demonstragao. Devemos provar que mod,, satisfaz as trés propriedades da definigao (1.3.10):
i.) Reflexividade; mod,, (i) = i? Sim! Pois i —i = 0 e 0 é multiplo de qualquer inteiro positivo,
0 = k0,VkZ; ii.) Simétrica; se mod, (i) = j = ndividei —j .. Ik € Z)i—j=kn /. j—1i =
(—k)n = n divide j—i .. mod,(j) = i, provamos entao que mod, (i) = j = mod,(j) = i, que é a
propriedade simétrica; i7i.) Transitividade; Se ¢ = mod,,(j) e j = mod,(k), entdo i = mod, (k)?
Ora n divide i — j e n divide j — k, entao existem inteiros z,y, tal que i — j =an e j — k = yn,
somando as duas igualdades: i —j + (j — k) = an+yn =1 — k = (x + y)n, portanto i — k é
multiplo de n, isto é, n divide i — k .. i = mod, (k). Assim provamos que mod,, para n um

inteiro positivo, é uma relagao de equivaléncia. O

A relacao de equivaléncia que acabamos de apresentar é comum em Teoria dos Numeros.
Como dissemos, hd muitas notagoes diferentes para essa relagao, que nem sempre é apresentada
como relacao de equivaléncia, isso é o que ocorre no estudo de divisibilidade entre niimeros intei-
ros: MDC, méximo divisor comum, MMC, minimo multiplo comum e no Teorema Fundamental
da Aritmética. Mais a frente vamos retornar a essa idéia, utilizando também um conhecido

teorema sobre divisibilidade: o Teorema da Divisao de Euclides.

Definicao 1.3.13. Seja A um conjunto. Uma particdo P de A € um subconjunto do conjunto

das partes de A, P C p(A), com a sequinte propriedade:

(i) Os elementos de P sao dois a dois disjuntos, isto é, VB,C €eP,BNC =0

) 4= J x

XeP
Nessas condicoes temos um importante resultado:

Proposigao 1.3.14. Seja R uma relagdo em A. A relagao R € uma relagdo de equivaléncia se,

e somente se, existe uma particio P de A.
Demonstragao. Vamos provar para o caso finito |A| < co.Devemos provar duas coisas:

(1) (=) Se R é uma relagao de equivaléncia em A entao existe uma particao P de A;

(2) (<) Se existe uma particao P de A, entdo R é uma relacao de equivaléncia em A.
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(=):sejax € Ae R[x] aimagem de z, tomemos y € A\ R[z]; sendo R uma relacao de equivaléncia
R[z] N R[y] = 0, tomando-se z € A\ (R[z] U R[y]) o conjunto R[z] N R[y] N R[z] = (), repetindo-
se este processo um ndmero finito de vezes, no maximo |A|,0 conjunto {R[x], R[y],--- , R[z;]}
determina uma partigao P de A: os conjuntos R[z], R[y| sdo dois a dois disjuntos, por construcao;
Va € A,a € R[A] = (R[x] U R[y] U ---U R[z;]), uma vez que R é relagao de equivaléncia, isto é,
A = R[z]U---UR]xz;], unido de conjuntos dois a dois disjuntos .. P = {R[z],--- , R[x;]} define

uma particao de A;

(«<): Seja P C p(A) uma partigdo de A. Definimos a relagao R: A — A/z +— y se z,y € U,
para algum U € P. Desse modo R é uma relagao de equivaléncia, pois: i.) R é reflexiva: de
fato! Como P é uma partigao, Vo € A,3U € P/x € U . R(z) = x; ii.) R é simétrica: pois se
x = R(y), entdao U € P/z,y € U .. R(y) = x; iii.) R é transitiva, uma vez que se z = R(y) e
y = R(z), entao z,y,z € U, para algum U € P, portanto = = R(z). O

A proposicao anterior pode ser utilizada para representar, ndo somente de forma elegante,
porém sintética, a imagem de uma dada relagao de equivaléncia. Isto funciona, porque a toda
relagdo de equivaléncia estd associada uma particao, sendo os elementos da particao conjun-
tos disjuntos, podemos escolher, ver A10, um elemento, "representante”, para cada conjunto
da particao, que representa todos os elementos desse conjunto e, portanto, simplificar a repre-
sentacao da imagem da relacdo. Um exemplo classico é a relacao de paridade, que permite
representar sua imagem: o conjunto dos numeros pares e o conjunto dos numeros impares, por
dois de seus representantes, sejam 0 e 1. Para indicar que 0 estd a representar o conjunto de
todos os niimeros pares ¢ comum denotar essa representagao por 0, em que 0 = {2k/k € Z}.
Portanto a relacao do exemplo 2 mostra que Z =0U1U---Un — 1, uma representacao finita,

para um conjunto infinito.

Segundo o axioma A8, existe o conjunto,
p
frac= {g/p,q €Z,q#0}.

Afirmamos que este conjunto nao é o conjunto dos nimeros racionais. De fato! isto é verdade,

pois sabemos que os elementos %, % € frac e portanto % %. Isto ocorre porque, segundo o
axioma A2, se fossem iguais, entdo 2 = 12 e 3 = 18. A seguinte proposicao justifica esse engano

comum.

Proposig¢ao 1.3.15. Seja o conjunto frac= {g/p,q € Z,q # 0}. A sequinte relagado,

u
Q: frac—>frac/£ = — se pv = qu
q v

€ uma relagao de equivaléncia. Ademais, os elementos %, tal que, mdc(p,q) = 1,Vp,q € Z*,

juntamente com 0, sdo as classes de equivaléncia para essa relagao.
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Demonstragao. Mostremos que estao satisfeitas as propriedades de relagdo de equivaléncia:

(1)
(2)

(3)

Reflexiva: Q(%) = % pois pq = qp;
simétrica: Se & = Q(%), entdo pv = qu, sendo qu = uq e pv = vp, entdo uq = vp .. Q(¥) =
%, ou seja Q) é simétrica;

Transitiva: Sejam g, 4,2 € frac, tal que & = Q(g) e g = Q(%), entdo pv = qu;aq = bp

multiplicamos a segunda igualdade por v e obtemos v(aq) = v(bp) = v(pb) = (vp)b = (pv)b,
substituindo pv = qu naquela igualdade, obtemos v(aq) = (qu)b, sendo ¢ # 0, podemos

cancelar o niimero ¢ em ambos os lados, entdo va = ub .. av = bu = & = Q(%)

Para verificar que os elementos g, tal que, mde(p, q) = 1,Vp, q € Z*, séo as classes de equivaléncia,

é suficiente observar que estes conjuntos

P kp .
S={Z/kez,
. {kq/ }

juntamente com 0 = {2 /k € Z*}, determinam uma particdo de Q. O

A relacdo de equivaléncia () define os nimeros racionais, e cada classe de equivaléncia de )

representa um numero racional.

Exercicios 1.3.16. (1) Seja A o conjunto dos meses do ano e vogal a relagdo que associa a

(2)

(3)

cada elemento x de A, os meses que tém a mesma quantidade de consoantes, sem repeticao.
Mostre que essa relagao € uma relacdo de equivaléncia, e determine a imagem de cada
elemento. E verdade que para qualquer elemento, a sua imagem e a sua imagem inversa

sao sempre iguais?

Para o conjunto A =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} , seja divisivel a relagao de A em A que
a todo elemento x € A associa os numeros entre 0 e 10 que sao divisiveis por x.

a) Determine o dominio, o contra-dominio e o conjunto imagem dessa relagao.

b) Determine divisivel(2) e divisivel[T]?

c) Determine divisivel "1 {0} , isto ¢ a imagem inversa do 0;

d) A relagao divisivel é uma relagdo de equivaléncia?

Seja a relagao R : {1,2,...,11,12} — {1,2,...,11,12}; 2 +— y se x e y tém o mesmo resto
na divisao por 4.

a) Determine R(3) e R[11];

b) Determine R~1[6];
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c) Mostre que R[0] U R[1] U R[2] U R[3] é uma parti¢cao do conjunto {1,2,...,11,12};

d) R € uma relagdo de equivaléncia? Prove ou dé um contra-exemplo.

(4) Seja R uma relagio em X, isto é, entre X eY = X. Dizemos que R é uma relagio de
equivaléncia se ocorrem 3 condigées: 1. R(x) = x (pp reflexiva); 2. Se R(x) =y entdo
R(y) = = (pp simétrica); 3. Se R(x) =y e R(y) = z, entao R(x) = z (pp transitiva).
Dé exemplos de relagoes de equivaléncia. Ezplique se é mais correto dizer R(x) = x, ou

x € R(x)? Reformule as outras duas condigoes com essa notagao.

(5) Seja R uma relagdo de equivaléncia em X, mostre que somente uma das sequintes condigoes
ocorrem: R(z)=R(y) ou R(z)R(y) = 0. Por exemplo a paridade é uma relagao de equi-
valéncia para os nimeros inteiros e R(1)={...—3,—1,1,3,5,...} e R(2)={...,—6,—4,-2,0,2,4, ...},

de modo que sempre ocorre a condicdo acima.

(6) Sejam os conjuntos P = {{0,2,4,8},{3,6,9},{5,1,10},{1,7}} e A ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
Responda:

a) O conjunto P define uma particio para o conjunto A?
b) Se a aplicagio R : A — A, definida por R(1) = {1,7}; R(2) = {0,2,4,8}; R(3) =
{3,6,9}; R(5) = {5,10,1} € uma relagao de equivaléncia, calcule a imagem dos demais

elementos do dominio.

c) E possivel definir para este conjunto, uma rela¢ao de equivaléncia com 4 imagens dis-

tintas, porém com o mesmo nimero de elementos?

(7) Seja X um conjunto, dizemos que P={p1,p2,...,p;} € uma parti¢io de X, se X =p1J p2U...pi
, ou seja, X € igual a uniao dos elementos de P. FEssa particao € disjunta, quando a in-
terseccao de cada dois conjuntos distintos da particao € vazia. Mostre que se R € uma

relacao de equivaléncia em X, entdo a imagem de R define uma particao disjunta de R.

(8) Dé uma particao para o conjunto dos mimeros inteiros, em que o conjunto P, a parti¢do
de X, tenha:

a 2 elementos;
b 3 elementos;
c n elementos.
(9) Seja A = {janeiro, fevereiro, mar o, abril, maio, junho, julho, agosto,//setembro, outubro, novembr
evg: A— Ajvg(x) =y , quando o conjunto das vogais de x e o conjunto das vogais de
y sao iguais. Mostre que vg € uma relagio de equivaléncia. Se vgi : A — A;vg(z) = vy,

quando o numero de elementos do comjunto das vogais de x for igual ao numero de ele-

mentos do conjunto das vogais de y, mostre que vgi € uma relacdo de equivaléncia.
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(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

Prove que se uma relacao de equivaléncia € também uma funcdo, entdo esta funcgao € unica.

Nesse caso, qual deverd ser esta funcdo?

Seja modg : {0,1,2,3,4,5,6,7,8} — {0,1,2,3,4,5,6,7,8} a relagio que associa n — m
se 6 | n —m. Determine a relagao modg, isto €, o conjunto imagem de cada elemento
do dominio e prove que a relagao € uma relacdo de equivaléncia.Determine as classes da

relacao.

Seja modg : Z — Z, tal que, x — y se 6 | x —y. Mostre que modg é uma relagio de

equivaléncia e quais as classes dessa relagdo.

Seja resto : 7 — Z, tal que, resto(x) =y se x ey tém o mesmo resto, quando sao divididos
por 6. Mostre que resto € uma relagdo de equivaléncia. Verifique, ainda, que a rela¢do

resto e a relagcdo modg definida anteriormente € a mesma relacdo.

Determine uma particao para o conjunto Z, dos inteiros, com a relacao mod, , nos se-

guintes casos:

an=2;
b n=3;
cn=>5;
d n=12.

Seja mod,, uma relacao em Z, o conjunto dos numeros inteiros, que associa a cada inteiro
1, 0 resto da divisao de i pelo numero n. Mostre que mod,, € uma relacao de equivaléncia

para todo n inteiro positivo.

Seja o um plano, X C « o conjunto de todas as retas do plano «. Seja P: X — X uma
relagdo, tal que P(r) = s se r//s, ou seja, as retas sao paralelas. Mostre que P é uma

relacao de equivaléncia.

Seja a um plano, X C « o conjunto de todas as retas do plano . Seja P : X — X uma
relagao, tal que P(r) = s se rLs, isto €, as retas sao perpendiculares. P é uma relagdo de

equivaléncia?

Seja X ={1,2,3,4} e p(X) o conjunto das partes de X. Seja O : p(X) — X, O(A) = B
somente quando |A| = |B|, ou seja, os conjuntos A e B tém a mesma quantidade de
elementos. Prove que O € uma relacdo de equivaléncia. Em sequida determine as classes

de equivaléncias de O.
Sejam os conjuntos P = {{0,{a,b}},{—1,{a,b}},{—1,0}} e A= {-1,0,{a,b}}.Responda:

a) O conjunto P define uma parti¢io para o conjunto A?
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b) Se a relagao R : A — A, definida por R[{0}] = {—1,{a,b}}; R[{—1}] = {0,{a,b}}, tal
que {({a,b},—1); ({a,b},0)} C R, determine R[a,b];

c) Explique se a relagdo do item b) € uma relagdo de equivaléncia?

(20) Mostre que o conjunto de classes de equivaléncia de Q sdo os elementos g/mdc(p, q) =

1,Vp,q €Z* e 00, a classe dos nmimeros g/q e 7.

1.3.4 Funcgoes Injetoras, Sobrejetoras e Bijetoras

Para o que segue, vamos discutir trés tipos de funcoes: as funcoes injetoras, as funcoes sobreje-

toras e as fungoes injetoras e sobrejetoras, denominadas funcoes bijetoras.

Em geral, dada uma relagao, é comum existirem propriedades que sao preservadas pela
relagdo. Em particular isso também ocorre para as funcoes. As funcGes injetoras sao aquelas
que preservam a propriedade de desigualdade para os elementos do dominio, isto é, elementos
diferentes do dominio tém imagens diferentes no contra-dominio. Isto ocorre para qualquer
funcao do tipo f(x) = ax + b/a,b € R,a # 0. Porém nao ocorre para as fungoes de segundo
grau. De fato! se g : {~1,0,1} — {0,1,2,3,4} é tal que, g(x) = 22, —1,1 sdo elementos
do dominio e —1 # 1, mas g(—1) = g¢(1) = 1, isto é, as imagens ndo preservam, sempre,
a desigualdade. Essa propriedade tem destaque pois para toda funcao injetora f, se y é um

elemento da imagem, entdo o conjunto f~![y] é unitério. No exemplo acima g~ '[1] = {~1,1}.

Uma propriedade importante das fungoes injetoras é que se y é um elemento do contra-
dominio, |f~1[y]| € {0,1}. Desse modo, se y € I'm(f), podemos associar a y um tnico elemento,
que é sua imagem inversa. Isso permite, para uma funcao injetora f : X — Y, definir a seguinte
funcao f~!: Im(f) — A, que associa aos elementos do dominio, y € Im(f), o elemento z € X,
tal que, f(x) = y. A propriedade do conjunto I'm(f), garante o critério de existéncia para a
imagem de y; a propriedade de injetividade da fungéo f, garante a unicidade da imagem, e
portanto f~!' é uma funcdo. E uma verificagdo imediata, que a funcdo assim obtida, tem a
propriedade de seu contra-dominio ser igual a sua imagem, isto é f~![Im(f)] = X. As funcdes

com essa propriedade, contra-domino igual a imagem, sdo denominadas de fungoes sobrejetoras.

Vimos, acima, que se f : X — Y é uma funcao injetora, sempre é possivel definir uma fungao
a partir da imagem da f. Veremos mais a frente que esta funcao tem propriedades semelhantes
a funcdo f, por exemplo, ela também é injetora. No entanto, nao é possivel definir a funcio f~*
com o dominio igual ao contra-dominio da f. Isso somente serda possivel quando Im(f) =Y,
isto é, quando a fungéo f for sobrejetora. A funcao sobrejetora possui a seguinte propriedade:
Vy € Y,3z € X/f(x) = y. Uma funcao f que é injetora e sobrejetora é denominada fungao

bijetora.

Apresentamos as seguintes defini¢oes para uma funcao f.
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Definicao 1.3.17. Seja f : X — Y uma funcao.

(1) f € uma fungao injetora se Vr,z € X,x # z = f(x) # f(2);

(i) f € uma funcao sobrejetora se f[X|=Y

(iii) f € uma funcao bijetora se f € injetora e sobrejetora

Uma propriedade fundamental para as fungoes bijetoras é a existéncia, para qualquer f

bijetora, de uma funcdo f~!, tal que fo f~! = f~lo f = Id, sendo Id a funcdo identidade,

isto 6, Vo € Dom(Id),Id(z) = x. A funcio f~!, em geral, é denominada funcdo inversa de f, e

reciprocamente.

Exemplo 1.3.18. (1) A funcdo identidade, isto é, f : A — A/f(x) = x € uma funcao inje-

(2)
(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

tora, sobrejetora e portanto bijetora;
A funcio f:{1,2,3} — R/f(x) = x> — x — 6 € injetora, porém ndo sobrejetora;

A funcao f : [%,oo[—> R/f(x) = 2% — x — 6 € injetora, porém é ndo-sobrejetora, pois
—7 R, Pz € Dom(f)/f(x) = —7;

A funcao f :]%,oo[ﬁ]_T%,oo[/f(:E) = 22 — x — 6, ¢ injetora e sobrejetora, portanto €
bijetora; sua inversa € a fun¢do

—25
4

ool o0l () = T,

-1,
f 5 ;

Lembrando que
n, sen > 0;

wz~mw={

—n, sen<0 '
¢ denominada funcdo mddulo. Essa funcio € nao sobrejetora, uma vez que 2 € 7,z €

Z,|x| = —2; e € nao injetora, pois —1 #1 e | —1] =|1];

A fungio constante f: R — R/f(x) = 2 € nao injetora, pois f(0) = f(1) = 2, enquanto

que 0 # 2, isto € nao preserva desigualdade; também ndo é sobrejetora, pois Im(f) = {2}

A funcao
2 1
x*—x—6, sex €] —00,5[;
[ R—-R/f(z)= ) SR
—4x — 6, sex € [5,00]
¢ injetora, porém ndo-sobrejetora, pois —7 € R, fx € R/f(z) = —7. Isto ocorre, porque,

—7 deve ser ou imagem da pardbola, nesse caso -7 =x> —x —6 . 22—z +1=0c¢a
raiz dessa equacdo ndo € real, pois A = —3 < 0; ou —7 € imagem da reta, nesse caso

—7=—4z—6=a =1 ¢ [3,00[. Portanto —7 ndo ¢ imagem da fungio f.



1.3. RELACOES E FUNCOES 33

Apresentamos a seguir algumas técnicas de contagem para as funcoes injetoras, sobrejetoras e

bijetoras. Vamo-nos deter no caso finito. Para o caso infinito apresentamos apenas um resultado.

Sejam X e Y dois conjuntos finitos. Assim como procedemos para as relagoes, calculando
quantas relacoes podemos definir, fixados o dominio e o contradominio de uma relagao, podemos
fazer o mesmo para as funcgoes de X em Y. Sendo o conjunto X finito, podemos enumerar o
conjunto Im(f) = {f(x1), f(w2), -, f(zx|)}. Nao havendo restrigdes para a fungdo f, Vx €
A, f(z) € B, podendo assumir, qualquer valor do conjunto Y. Se |Y| = n, cada imagem pode
assumir n valores distintos, portanto fixados dois valores z, z, para cada um dos m possiveis
valores de f(x), podemos escolher outros m valores distintos de f(z), em um total de n * n
funcoes distintas para x,z. Percorrendo-se todos os valores do dominio, teremos n'™ funcgoes

distintas.

Se por um lado, f : X — Y é uma fungao injetora, deve ocorrer que |X| < |Y]|. De
fato! Sendo f injetora, hd tantas imagens diferentes, quantos sdo os elementos de X, portanto
|X| = [Im(f)|, como Im(f) CY = |Im(f)| < |Y|, portanto |X| < |Y|. Por outro lado, se
f: X — Y é sobrejetora, entdao |X| > |Y|, pois neste caso, Vy € Y,Jz € X/f(z) = y, isto é, a
cada elemento do contra-dominio estd associado, no minimo, a um elemento do dominio. Desse
modo se a funcao f é bijetora, pela injetividade ocorre | X| < |Y'| e, por conta da sobrejetividade,
| X[ = | X], logo [X] = [Y].

Ainda para o caso |X|,|Y| finitos, podemos determinar o nimero de fungdes f : X — Y,
para os casos injetivo, sobrejetivo e bijetivo. Assim, se f é bijetora, |X| = |Y| = n € N*.
Podemos enumerar o conjunto imagem, Im(f) = {f(x1),---, f(zn)}; f(x1) € Y, portanto
ha n possibilidades de escolha para definir a imagem de x1, se escolhermos f(z1) = y € Y,
devido a injetividade de f, a imagem para o préximo elemento f(z2) € Y \ {y}, portanto héd
n — 1 possibilidades de escolha. Analogamente para os demais elementos da imagem, f(xy) terd
(n — k + 1) possibilidades. Assim o nimero total de fungoes possiveis de serem definidas sera

n.(n —1).---.3.2.1 =n!l. O principio multiplicativo pode ser verificado por inducao finita.

Se a funcao f : X — Y é injetora, a condicao de cardinalidade para os conjuntos é | X| =
m < |Y| = n, com um argumento semelhante ao anterior, o nimero possivel de fungoes injetoras
én.n—1)--.(n—m+1) = 2

(n—m)!"

Se f : X — Y é sobrejetora, a condigao de cardinalidade é |X| = m > |Y| = n. Para
o caso m = n o resultado é o mesmo do caso bijetivo, porém se m > n, o dominio tem mais
elementos que a imagem, enquanto houver excesso de elementos, a imagem de cada elemento tem
n possibilidades, a partir da condi¢ao de igualdade, o caso fica andlogo a bijetividade. Portanto,

o numero de fungoes sobrejetoras é:

Y [XI=D [yt = ntm=m) gl



34 CAPITULO 1. CONJUNTOS, RELACOES E FUNCOES: UMA BREVE ABORDAGEM

Provamos o seguinte resultado:

Teorema 1.3.19. Seja f : A — B uma relagdo, tal que, A, B sdo conjuntos finitos: |[A| =m e
|B| = n.

i. Hd 2™ relacdes distintas;
ii. Ha n™ funcoes;

; nl . .
iii. Ha )t funcgées injetoras;

(m—n

iv. Hin ).n! fungées sobrejetoras;

v. Hd n! fungdes bijetoras.

Exercicios 1.3.20.

Apresentamos algumas nocoes bésicas, porém essenciais para um bom aproveitamente do que
iremos estudar a seguir. Esperamos despertar o leitor, com este texto, para a importancia, em
matematica, de um tratamento rigoroso, e eventualmente formal, e utilizacdo de uma linguagem
precisa para apresentagao de conceitos, idéias e demonstragoes. Finalizamos o capitulo com o
teorema de Cantor-Bernstein-Schroder, para funcoes sobre dominios infinitos, uma referéncia

sobre a demonstragao desse teorema pode ser encontrada no artigo [2]

Teorema 1.3.21. (Teorema de Cantor-Bernstein-Schréder) Dados dois conjuntos X e Y, se

existem duas funcdes f: X — Y, g:Y — X injetoras, entdo X e Y tém a mesma cardinalidade.

Este teorema permite estudar conjuntos de cardinalidade arbitraria. Uma importante aplicagao

deste teorema é apresentada a seguir, antes de apresenté-la, definimos os seguintes conceitos:

Definicao 1.3.22. Seja N um conjunto. Dizemos que que N € enumerdvel se existe uma
bijecao entre N e Z, o conjunto dos nmumeros inteiros. Um conjunto € nao-enumerdvel se sua

cardinalidade ndo € finita e ndo existe uma bijecao com o conjunto dos inteiros.

Vimos que dados dois conjuntos, podemos definir o produto cartesiano entre eles. Ademais,
podemos estender esta definicdo para qualquer ntimero finito de conjuntos. A seguinte definicao

estende o produto cartesiano para um nimero nao limitado de conjuntos.

Definicao 1.3.23. Dizemos que um conjunto C € o produto cartesiano enumerdvel de conjuntos,

se existe um conjunto de indices I, enumerdvel e uma familia de conjuntos A;/i € I, tal que,

C:AmxAnxu-xAkx---iHAi.
icl
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Teorema 1.3.24. Seja B o produto cartesiano enumerdvel do conjunto {0,1}. Ezxiste uma

bijecao entre os conjuntos B e R.

Corolario 1.3.25. A cardinalidade dos nimeros reais € nao-enumerdvel, isto €, |R| = 2%, sendo
w=|NJ|.

Sabemos que Vn € N, n < 2™ podemos provar isso por indugao finita. Por indugao transfinita,
podemos provar que este resultado vale para qualquer cardinal, portanto w < 2¢. Sendo w = |N]|
e |R| = 2¥, temos dois cardinais infinitos, porém nao iguais! O primeiro cardinal é denominado
infinito enumerdvel e o segundo infinito ndo-enumerdvel. A afirmacao que nao existe nenhum
cardinal entre o infinito enumerével e o infinito nao-enumerdvel é conhecida como hipdtese do
continuo. Uma notacdo para estes cardinais é: w = N, e 2% = Ny, a primeira letra do alfabeto
hebraico chamada Aleph. Existe uma conjectura sobre os cardinais infinitos: se Ng, N1, Ng, -+ €é
a seqiiencia de cardinais infinitos consecutivos, entdao 2% = X; ;. Esta conjectura é conhecida

como hipétese generalizada do continuo.

Embora nao iremos estudar Ordinais e Cardinais, o teorema de Cantor-Bernstein-Schroder
ilustra um fato essencial na teoria das funcoes, isto é, que nao necessitamos, a priori, conhecer as
func¢des do modo classico-funcional, para afirmar ou refutar propriedades. As funcGes sao entes
mais abstratos, que devem satisfazer as condicoes de existéncia e unicidade em relacao a dois
conjuntos ndo vazios, como apresentado nos exemplos. Em demonstragoes como este teorema, no

entanto, geralmente, é necessario construir fungoes que representem as propriedades apontadas.

Procuramos dar énfase a teoria de relacGes e fungoes, com enfoque na teoria de conjuntos,
pela necessidade que temos, para o estudo em algebra abstrata, de construir estes objetos a
partir de uma teoria elementar, basica e, dessa forma, rigorosa. Este material sera utilizado
para introducao a teoria de grupos, a partir do estudo das operacoes bindrias, que exigem um
conhecimento bem fundamentado dos fatos aqui expostos. A 1ltima se¢ao, o teorema de Cantor-
Schréder-Benrstein foi brevemente discutida, com o intuito de despertar no leitor a atengao para

um tema essencialmente abstrato: a nocao de infinito em Matemaética.
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Capitulo 2

Relacoes, Operacoes Binarias e

Grupos

No capitulo anterior demos énfase a caracterizacao axiomética da teoria de conjuntos. Essa
abordagem, embora aparentemente arida, permite construir teorias a partir de conceitos ele-
mentares, apresentar idéias e demonstracoes nao triviais, que exigem algum nivel de abstracao
e conhecimento matematico. Os axiomas, ou definigoes, sdo 0s primeiros passos para iniciar a

jornada abstrata que a Algebra propoe.

A escolha didatica que fizemos, de partir dos axiomas, tem sido fruto de muita discussao
sobre educacao matematica. Acreditamos, que isso ocorra porque a iniciacdo nos axiomas seja
freqiientemente adiada ou mesmo evitada, bem como apresente dificuldades inerentes a sua

complexidade. Aqui fazemos um convite ao leitor para continuarmos nesse caminho.

Inicialmente definimos o conceito de relacao binaria e operagao binaria. Apresentamos algu-
mas propriedades para as operagoes bindrias e destacamos trés delas para a definigdo de grupo.
A partir dai, exemplificamos com alguns casos particulares, partimos as construgoes mais gerais,
de modo a iniciarmos um curso introdutério a teoria de grupos em &dlgebra abstrata. A referéncia

bésica, [4] é o livro Um primeiro curso em Algebra Abstrata.

2.1 Relagao Binaria

No capitulo 1 definimos relacao e ressaltamos a idéia de relacionar dois conjuntos, a partir de
alguma relacdo. Podemos entender a relacdo bindria como uma forma de relacionar pares de
elementos de um mesmo conjunto, com os mesmos elementos do conjunto. Desse modo a cada
par de elementos de um conjunto C, associamos os elementos de A, ou seja o dominio da relacao

bindria é o produto cartesiano A x A, e a imagem o conjunto A, o que nos referimos como relagao

37
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bindria em A.

Definicao 2.1.1. Dizemos que R ¢ uma relagdo bindria em A se R € uma rela¢do cujo dominio

€ o conjunto A X A e o contradominio € o conjunto A, que indicamos por R: A x A — A.

As relacgoes bindrias ocorrem naturalmente. Por exemplo, as 4 operacoes aritméticas, a soma:
344 é a relacao de adigao, com o par (3,4), cujo resultado é o nimero inteiro 7, os exemplos a

seguir complementam nossa compreensao.
Exemplo 2.1.2. (1) +:ZXZ —Z/+ (m,n) — m+n;
(2) +{-2,-1,1,3} x {-2,-1,1,3} —» {-2,-1,1,3}/(m,n) m m+n
(8) ==NxN—-=N/=(m,n)—m=n
(4) entre:{2,5,11,14} x {2,5,11,14} — {2,5,11,14}/entre(m,n) — z, tal que m <z <n

(5) A:p({0,1}) x p({0,1}) — ©({0,1}), que associa ao par de conjuntos (A, B) — (AU B)\
(AN B)

A imagem de uma relagdo binaria R em A é, como vimos para as relagdes, o subconjunto
de A, cujos elementos estdo associados aos pares ordenados do conjunto A x A, definidos pela
relacdo. A relagao bindria é portanto o conjunto dos pares ((a,b),c) tal que R(a,b)=c. Assim,

no exemplo 2, a imagem da relagao é o conjunto Im(+) = {—2,—1,1}; e a relacao o conjunto

+= {((_27 1)7 _1)7 ((_273)7 1)7 ((_17 _1)7 _2)7 ((17 _2)7 _1)7 ((37 _2)7 1)}7

de fato +(3,—-2) = 3+ (=2) =1 .. ((3,-2),1) € +, isto é, um elemento da relagao binéria
+. Observe que A + (1,3) € +, pois +(1,3) =4 ¢ {—2,—1,1,3}. Por nio haver ambigiiidade,

L,
também denotamos os pares ordenados ((a,b), ¢) pelas ternas (a, b, ¢).

Uma apresentagao esquematica dos pares ordenados de uma relagdo pode ser feita a partir
da tabulacao dos elementos do dominio, dispostos em linhas e colunas, em que cada elemento
interno, z, da tabela representa a relacdo R sobre o par ordenado, (x,y), considerado, com o
seguinte significado: R(z,y) = z o elemento da tabela correspondente & linha de x e & coluna de
y. Como representado a seguir: seja a relagdo x em A= {--- jw,z,y, -+, isto é, x: Ax A — A.

A tdbua da relacao * é representada pela seguinte tabela:

* w | x Yy

T z = R(z,y)
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Para a exemplo 2, a tabela da relagao + é:

+ | -2|-1] 1|3
-2 A | B |-1]1
1| B3| -2 3 |D|
=21 E:NERE:
301 | -2 7|7

39

Em casos, como a relacao do exemplo 4, podemos separar os elementos, quando nao inicos, por

virgulas:

entre | 2 | 5| 11 14
2 3135|511
5 313 P 11
1 | p|A | B
4 | B|A| D] B

Destacamos a relagdo bindria do exemplo 5, pela importancia das propriedades que ela satisfaz,

discutidas a seguir.
A

0

{0}

{1}

{1,0}

0

0

{0}

{1}

{1,0}

{0}

{0}

0

{1,0}

{1}

{1}

{1}

{1,0}

0

{0}

{0,1}

{0,1}

{1}

{0}

0

A tabua da relagao bindria, para casos finitos, ou em que se possa reduzir ao caso finito, permite

um célculo rapido e preciso da relacao.

Os exemplos mostrados apresentam casos em que a

relagdo bindria pode nao existir para alguns pares, exemplos 2 e 4, ou nao é unica, exemplo

4, isto é, nao é uma funcdo. Vamos, a partir desse ponto, a menos que seja explicitamente

mencionado, considerar apenas as relagdes bindrias que sao funcao. Nesse caso denominamo-las

operacgoes bindrias.

Exercicios 2.1.3. (1) Seja A=1{0,1,2,3,4,5} e+ : Ax A — A a relagdo bindria que a cada

par (i,7) associa o nimero i+ j a soma usual.

(2) Seja A = {0,1,2,3,4,5} e +mods : A x A — A a relagdo bindria que a cada par (i,j)

associa o resto da divisao de i + j por 3, sendo + a soma usual.
(3) Seja A={0,1} ex: Ax A— A:(i,j) — ij o produto usual.
(4) Seja A ={-2,-1,0,1,2} ex: Ax A— A: (i,j) — i, como poténcia.

(5) Seja X ={1,2,{1}}. Determine a imagem da rela¢ao bindria:

a) J:p(X)x p(X)—p(X): (A, B)— AUB;
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b) N: e(X) x p(X) — p(X): (A, B)— AN B.

(6) Seja F = {x, 2%, 2 +2,0 -2, 520 —3,2>+ 42 + 4,22 — 4o + 4,5z — 1, “’CTJF?’, xTH} um conjunto
de fungoes. Determine a tdbua da relagao bindria o : F X F — F : (u,v) — uowv, a

composicao de fungdes.

(7) Seja G = {{(a,a),(b,b),(c,c)},{(a,b),(b,c),(c,a)},{(a,c), (b a),(c,b)}} um conjunto de

fungoes. Determine a tdbua da rela¢do bindria o: G x G — G : (u,v) — uwow.

(8) Determine a relagdo bindria soma : F x F — F : (u,v) — u +v, para F = {1,2,2%,1 +

x, 2z, 2% + 1, 2% + 22, (x + 1)2}, um conjunto de funcoes.

(9) Recordando que se A, B sdo conjuntos, A\ B = {x : z € A,z ¢ B}, se X = {1,2,3}
determine a relagao bindria sobre p(X), dada por: A : p(X) x p(X) — p(X) : A(A,B) =
(AUB)\ (AN B).

(10) Para a conjunto X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, determine a tdbua da rela¢ao bindria
mult : X x X — X, tal que, mult(i,j) = n sen € miltiplo comum de i e de j. Lembrando

que n € multiplo de i se Ak € Z, tal que, n = ki.

(11) Para a conjunto X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, determine a tibua da relagio bindria

mme: X x X — X, tal que, mmc(i,j) = n se n é o menor multiplo comum de i e de j.

(12) Seja X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Determine a rela¢ao bindria div : X x X — X,

(i,7) — n, tal que n seja um divisor comum de i e j.

(13) Seja X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Determine a rela¢ao bindria mde : X x X — X,

(i,7) — mdc(i, 7), o mdzimo divisor comum de i e j

2.2 Operacao Binaria

Definicao 2.2.1. Seja R uma relagao bindria em A. Dizemos que R € wma operacdo bindria,

se a relacdo R € uma funcao.
Exemplo 2.2.2. (1) O exemplo 5, anterior, é uma opera¢ao bindria;

(2) Seja A o conjunto dos restos da divisao por 4, isto é, A ={0,1,2,3} e +mody a relagao
bindria +mody : A x A — A, definida por, +mody(i,j) =resto[(i + j),4], o resto de i+ 7,
dividido por 4; sendo 6 = 1%4 42, o resto da divisdo de 6 por 4 € 2, logo +mods(2+4) =
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(3)

(4)

(5)

resto(6,4) = 2. Podemos construir a tabela da opera¢ao +mody sobre A:

+mody |0 |1]2]3
0 0]1(2]3
1 1121310
2 213101
3 310112

e verificarmos que 0s critérios de existéncia e unicidade estdo atendidos, portanto a relacao

+mody € uma operacdo bindria.

Analogamente a opera¢ao xmody sobre A = {0,1,2,3}, definida por: *mody : A x A —
A, xmody(i, j) = resto(ij,4), o resto de i.j, o produto usual, por 4 € uma operagdo bindria,

como mostra a tibua da operacdo *mody:

smody | 01|23
0 01]0]010
1 011213
2 012|012
3 013(2]1

A relagao bindria + sobre os inteiros € uma operacdo bindria. De fato, + : Z X Z — 7, que
a todo para ordenado (i,7),1,7 € Z associa a soma i+ j, satisfaz os critérios de existéncia
e unicidade. Observe que nao € possivel escrever a tdbua da operacao +, pois o conjunto Z
€ infinito, embora garantimos que a soma de dois miumeros inteiros € um niumero inteiro,

pela propriedade do conjunto 7Z.

Composicao de fungoes: seja A ={f :{1,2,3} — {1,2,3}/f € bijetora}. Como vimos no
capitulo 1, hd 3! = 6 fungdes bijetoras sobre um conjunto com 8 elementos, logo |A| = 6,
sao elas: u(l) = 1,u(2) = 2,u(3) = 3,v(1) = L,v(2) = 3,v(3) = 2,a(1) = 2,a(2) =
1La(3) = 3,b(1) = 2,b(2) = 3,b(3) = L,m(1) = 3,m(2) = 2,m(3) = 1,n(1) = 3,n(2) =
1,n(3) = 2. Isto €, A = {u,v,a,b, f,g} seja o a relagio bindria de composi¢ao de fungoes,
o: AxA— A/o(f,g) = fog, lembrando que, f o g(x) = f(g9(z)), ou seja vom(l) =
v(m(1)) = v(3) = 2, entdo a fungdo v om € {a,b}, pois ambas tém 2 como imagem de
1, porém vom(2) = v(m(2)) = v(2) = 3, logo vom = b, pois 3 é a imagem de 2 para a

fungdo b. Procedendo desse forma construimos a sequinte tdbua:
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olu|lv|a|b|m|n
u|lu|v|al|b|m|n
viv|iu|n|m|bl|a
ala|blu|lv|n|m
b|lb|la|lm|n|v|u
m|{m|n|b|alul|wv
n|ln|m|v|u|albd
(6) Seja i € C, a unidade imagindria, isto é, i = —1 e A = {—~1,—i,1,i} c C. A relagdo

bindria do produto usual em A; % : Ax A — A/ * (u,v) = uwv € uma operagao bindria;

(7) Sejam € Z, div(m) = {i/i € Z*,i divide m}, Sem,n € Z*, definimos mdc(n, m) =mdzimo(div(n)N

div(m)), mdzimo divisor comum, € uma operagdo bindria em Z

(8) Seja A um conjunto ndao vazio e F(A) o conjunto de todas as fungoes em A, isto é, F(A) =
{f:A— A/f é uma fun¢ao}; a relagao bindria o: F(A) x F(A) — F(A)/o(f,9) = fog
€ uma operacdo bindria;

(9) arelagao — : NxN — N/—(i,7) = i—j ndo € uma operagdo bindria, pois —(1,2) = —1 ¢ N,

portanto nao verifica o critério de existéncia.

O exemplo 1 trata de uma idéia que discutimos rapidamente sobre divisibilidade entre
numeros inteiros. Vimos que alb se Ik € Z/b = ka, ou seja, b é miltiplo de a. Nao ocorre,
em geral, que um nudmero divida o outro: um nimero maior, em modulo, nunca divide, no
sentido da definicao dada, um nimero menor, enquanto que a situagdo inversa pode, ou nao
ocorrer. Por exemplo, 5 nao divide 23. Entao surge a seguinte questao: dados dois inteiros m, n,
qual o menor nimero inteiro nao negativo r, tal que n|(m — r), e este valor r sempre existe? A

resposta a essa questao é o teorema da divisao de Fuclides, que afirma:

Teorema 2.2.3. Dados m,n € Z, existem q,r € Z, tal que m = qn +r,0 < r < |n|.

Vamos utilizar a notagao resto(m, n), para indicar o valor r do teorema da divisao de Euclides.

Ou seja, resto(23,5) = 3. Este teorema permite a seguinte afirmagcao.

Proposicao 2.2.4. Seja + e * as operacoes bindrias de adicao e multiplicacao no conjunto dos
inteiros, n um numero inteiro positivo e A = {0,1,--- ,n — 1} o conjunto dos possiveis valores

do resto da divisdo de qualquer nimero inteiro m por n. Seja x € {+,*}, a relagdo bindria
*mod, : A x A — A/(i,j) — (i*j)mod,, = resto(ix j,n).

Assim definida, * € uma operacdo bindria.
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Demonstragao. Os critérios de existéncia e unicidade da relagao estao garantidos pelo teorema
da divisao de Euclides. O

O dltimo exemplo, como vimos nao é uma operacdo bindria. As operagoes bindrias tém
papel fundamental para o assunto que segue. Apresentamos a seguir algumas defini¢oes para
uma operagao binaria. Tais definicoes serao discutidas somente para a condicao de
operagao bindria, pois as hipdteses de existéncia e unicidade evitam possiveis casos patolédgicos,

como observaremos adiante.

Exercicios 2.2.5. (1) Verifique se a relagao de uniago em S = ©({1,2,3}), isto é,|J: SxS —
S:(X,Y)— XUY, € uma operagio bindria.

(2) Seja S ={1,2,3,4,5,6} e x uma relagao em S, tal que *(i,j) = M DC(i,j). Verifique se

* € uma operacao bindria.
(8) Para o conjunto anterior, a relagiao * : S xS — S, (i,7) = MMC(i,j) € operagao bindria?
(4) Para o conjunto {Z,*}, é verdade que (i,j) = M DC(i,7) é operagio bindria?

(5) Construa a tabela da relagao bindria x: S x S — S, sendo

1 00 010 0 01
S={|0 10|, 0 01]f{, 1 00|}
0 01 100 010

e *(M,N) = MN o produto usual de matrizes. Esta relagao é uma operagao bindria?

(6) Mostre que a operagao de Multiplicagcdo * : R x R — R, *(x,y) = zy, o produto usual, é
uma operacao bindria no conjunto dos miumeros reais, porém isso nao ocorre no conjunto
dos mimeros imagindrios, lembrando que I = {xi, tal que, x € R e i> = —1} ¢ o conjunto

dos numeros imagindrios.

(7) Seja A um conjunto numérico, e uma relagao bindria, em que, A(a,b) = (a + b)(a — b),
denota o produto da soma pela diferenca, da maneira usual.
a) Verifique se quando o conjunto A ={—1,0,1}, A € uma operagdo bindria;
b) Verifique se quando o conjunto A ={1,—1}, /A é uma operag¢ao bindria;

c) Dé exemplo de um conjunto A que seja infinito, e /A nao seja uma operagdo bindria,

nesse caso lembre-se de dar um contra-exemplo e dizer que critério estd sendo falso.
d) Dé exemplo de um conjunto A que seja infinito, e /\ seja uma operagdao bindria.

e) Qual o menor conjunto A possivel, tal que,/\ seja uma opera¢ao bindria.
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(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
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Prove que a operacdo de Adicdo é uma operacdo bindria sobre os numeros imagindrios,
isto é, +: I x I = I,+(z,y) =x+y?

Verifique que a operacdo de Adicao € uma operagdo bindria no conjuntos dos nimeros
complexos. Isso também € verdade para a operacdo de Multiplicagao? Recorde que C =

{x + yi, tal que, z,y € R e 2 = —1} € o conjunto dos nimeros complexos.

Seja C o conjunto das funcgoes Reais, isto €, f € C= f: R — R é uma fung¢do. Mostre

que a operacdo de composicao de funcdes € uma operacdo bindria.

Seja C o conjunto das funcoes Reais. Se f,g € C, defina f + g como sendo uma func¢ao
real, tal que (f + g)(x) = f(x) + g(z). Mostre que + é uma operagao bindria.

Seja A um conjunto numérico, e uma relagao bindria, em que, A (a,b) = (a + b)(a — b) ,
denota o produto da soma pela diferenca, da maneira usual.

a) Verifiqgue se quando o conjunto A ={—1,0,1}, A é uma operagao bindria;

b) Verifiqgue se quando o conjunto A ={1,—1}, A é uma operagdo bindria;

c) Dé exemplo de um conjunto A que seja infinito, e A ndo seja uma operag¢ao bindria,

nesse caso lembre-se de dar um contra-exemplo e dizer que critério estd sendo falso.
d) Dé exemplo de um conjunto A que seja infinito, e A seja uma opera¢ao bindria.
e) Qual o menor conjunto A possivel, tal que,A seja uma opera¢ao bindria.
Seja A o conjunto dos restos da divisao por 6, isto é, A = {0,1,2,3,4,5}. Defina uma
relagdo bindria + : A x A — A, que a todo par (m,n) € A X A, associa +(m,n) =
modg(m + n) (o resto da divisao do nimero inteiro m + n por 6). Nestas condigées
responda:
a) Os valores de +(3,5) e +(2,4).
b) Monte a tabela da relagao e verifique se trata-se de uma opera¢do bindria.
c) Verifique quais propriedades para a relagao + estao satisfeitas.
d) Determine o elemento neutro da relagio +.
e) Determine os invertiveis do conjunto A, sequndo a relagio + acima definida.

Repita o exercicio anterior para a operagdo *, definida por x(m,n) = modg(m.n), sendo

m.n o produto usual entre os elementos.

Seja A o conjunto dos restos por 5, sem o nimero 0, isto €, A = {1,2,3,4}. Defina
uma relagdo binaria x : A x A — A, que a todo par (m,n) € A x A, associa *x(m,n) =
mods(m.n) (o resto da divisio do nimero inteiro m.n por 5). Nestas condi¢oes repita os

itens do exercicio 17.
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(16) Seja x um elemento com a sequinte propriedade: 2x = 0. Mostre que a relagao bindria

+:{—2,0,2} x {—2,0,2} — {—=x,0,2}€ uma operagdo bindria.
(17) Seja o conjunto A = {f : {1,2} — {1,2}},tal quef € bijetora.

a) Determine o nimero de elementos do conjunto A e todos seus elementos;

b) Seo: Ax A — A,tal que, o(f,g) = fog € uma relagao bindria, em que, denota-
se (fog) = f(g(x)), a composicao de fungées. Prove que a relagao bindria € uma

operacdo bindria

c) Refaca o exercicio para A ={1,2,3}, A={d,i,a}, A =1{1,2,3,4}eA ={r,o,m,a}

2.3 Operacoes Binarias: algumas definicoes

Para as definicGes que seguem, estamos considerando R uma operacao bindria em A, isto é,
R:AxA— A

Muitas das operacoes aritméticas em matematicas sao bindrias, isto é, sdo executadas para
pares de nimeros. Ocorre que fazemos operagoes do tipo 1 + 2 4+ 4, que embora nao aparentem
sao bindrias. Mentalmente executamos um tipo de associatividade entre os fatores e procedemos
assim até o resultado final. Um fato importante é que o resultado nao depende da seqiiéncia da
associagao, isto é, (14+2) +4 =1+ (2 +4). Definimos:

Defini¢ao 2.3.1. 2.3.1 Propriedade Associativa

Seja R uma operacdo bindria em A. Dizemos que R satisfaz a propriedade associativa se dados
a,b,c € A R(a,R(b,c)) = R(R(a,b),c). Utilizando a notagao R(a,b) = a * b a propriedade

associativa para R serd: ax (bxc) = (a*xb)*c

Se R satisfaz a propriedade associativa nao hd necessidade de hierarquia diante de uma
operagao com mais de 2 fatores, assim, axb*c = ax (b*xa) = (axb)*c. As operacoes bindrias de
adicao e multiplicacao em ntimeros inteiros sao por definicao associativas. No entanto, a operacao
bindria de subtracao em Z, —(i,j) = i — j, nao é associativa, pois —(—(1,2),3) = —(1 —2,3) =
—(—1,3) = —1—3 = —4, enquanto que —(1,—(2,3)) = —(1,2-3) = —(1,-1) = -1—(-1) = 0.

Mais geralmente, as operacgoes usuais de soma + e produto . nos conjuntos numéricos:

N,Z,Q,R e C sao associativas, por definicao. O seguinte resultado é bastante 1til para ve-

rificacdo se uma dada operacao binaria é associativa.

Lema 2.3.2. Seja x uma operacao bindria associativa em A. Se X C A e x restrita ao conjunto

X € uma operacao bindria, entao * : X x X — X € uma operacdo bindria associativa.
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Demonstracao. Sejam a,b,c € X, e x = a * (b*c), como * é operagao bindria y = bxc € X,
portanto z = a*y € X. Analogamente u =axbe X " v=u*xc=(a*xb)*ce X. Como * é

operagao binaria em A, X C A= ax* (b*c) = (a*b) x ¢, logo * é operagdo bindria em X. [

Desse modo a operacao binédria do produto usual em {—1,1,—i,i} é associativa, pois o
produto . é associativo em C e A C C. Observe que podemos provar a associatividade para esse
conjunto fazendo todas as operacdes possiveis em A, nesse caso deverfamos verificar 43 = 64
igualdades do tipo a(bc) = (ab)c; a,b,c € A.

Exemplo 2.3.3. (1) A operagao bindria, do exemplo 2.2.2.5, € associativa;

(2) Seja + : {1,-1,i,—i} x {1,-1,i,—i} — {1,=1,i,—i}/ =+ (u,v) = %, lembrando que se

u,v € C, entdo § = uv, em que z = a + bi = z = a — bi, podemos construir a tdbua da

relagao +

+ 1 | -1 2 —1

1 1 | =1 | —2| ¢

-1 -1 1 7 -1,

) ) —1 1 | -1

— | =t | ¢ | =11
e verificar que - € uma opera¢do bindria, que € NA O-associativa. De fato! 1 +1i+—i nao
estd definido, pois, de um lado, (1 +i) + —i = —i+—i =1, por outro lado 1 + (i + —i) =
1+--1=-1.

(8) A hipdtese, do lema anterior, sobre opera¢ao bindria associativa € assencial. Considere,
por exemplo, a relacdo bindria —, a subtra¢io, em Z. Vimos que — : Z X Z — 7 é NAO-
associativa. No entanto o conjunto {0} C Z, e — : {0} x {0} — {0} € uma operacio

bindria associativa.

(4) A operagao bindria o : F(A) x F(A) — F(A) de composi¢ao de funcgoes, sendo F(A) o

conjunto de todas as funcdes em A, € uma operagdo bindria associativa;

(5) A operacgdo bindria N : p(A) X p(A) — p(A), (X,Y) — X NY, a intersecio dos subgrupos

de A, € associativa.

A préxima definigao trata da propriedade comutativa, que é bastante comum em aritmética.

Exercicios 2.3.4. (1) Seja x uma relagio em A = {—1,0,1}, que a cada par (z,y) € A x A
, associa *(x,y) = x.y, o produto usual dos elementos. Determine a tabela da relac¢ao
%, verificando se € uma operacao bindria. Quais propriedades sdo verificadas para essa

relagao?
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(2) Seja X um conjunto que verifica a propriedade associativa para a rela¢ao bindria x. Mostre

que para A C X a relacdo bindria x : A x A — A € associativa.

(8) Seja x uma relagdo bindria em A, um conjunto com 3 elementos, isto € |A| = 3. Para
verificar se x € uma relacdo bindria associativa, quantas operagoes x em A devem ser

1. =1+iv3 —1—1'\/3}

) 2 ) 2 )

efetuadas. Exemplifique com o conjunto A = { sendo i a unidade

imagindria e x o produto usual dos niumeros complexos.

(4) Mostre que se |A| = n e x € relagao bindria em A, para verificarmos a condi¢io de asso-

ciatividade para *, devemos verificar n® igualdades.

(5) Seja +mod(18) uma relagao bindria sobre o conjunto {0,1,2,...,16,17}. Sequndo a questdo
anterior, quantas iqualdades devem ser verificadas para garantir que a relacdo bindria € as-
sociativa? Como podemos utilizar a propriedade da questdo 2, para simplificar os cdlculos,
sabendo-se que o conjunto dos numeros inteiros € associativo com a relacao bindria +

usual?

(6) Seja —mod(18) a relagao bindria que associa ao par (x,y) o resto da divisao de x—y por 18.

Mostre que —mod(18) em A ={0,1,2,...,17} € operacao bindria, mas nao € associativa.

(7) Seja * uma opera¢ao bindria que € nao associativa em X. Se A é subconjunto de X,

podemos, como na questio 2, dizer que * ndo € associativa em A? (sugestdo: estude o

10 -1 0
01]’ [()—1]}’

caso

m

X=M2(Z):{[ i

i],m,n,k,leZ} e A=/

e * a operacdo bindria do produto usual de matrizes.

2.3.2 Propriedade Comutativa

Definicao 2.3.5. Seja R um operacdo bindria em A. Dizemos que R € comutativa se

Va,b € A, R(a,b) = R(b,a).

Se R é uma operacao bindria comutativa sobre um conjunto A finito, R(a;,a;) = R(aj,a;),
o termo a esquerda da igualdade corresponde & posigao interna (i,j) da tdbua da operagao R,
enquanto que o termo a direita da igualdade corresponde & posigdo (j,i), da mesma tdbua.
Portanto, como uma matriz, a parte interna da tabua da operacao R, quando comutativa, é
uma matriz simétrica. Os exemplos 2.2.2.4,2.3.3.5 sao de uma operacao comutativa, enquanto

que os exemplos 2.3.3.2, 2.3.3.4 sao de operagoes NAO-comutativas. Embora a verificagdo para
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a propriedade comutativa seja mais direta que para a associativa, temos um resultado andlogo

ao lema anterior.

As duas propriedades seguintes, juntamente com a propriedade associativa sao importantes
para todo o restante desse trabalho. Sao as propriedades de existéncia do elemento neutro e do

elemento inverso, definidos como segue.

Exercicios 2.3.6.

2.3.3 Elemento Neutro

Definicao 2.3.7. Seja R uma operacdo bindria em A, tal que, Ya € A estejam satisfeitas as

sequintes condigoes:

(1) Existéncia do neutro a direita: 3d € A/R(a,d) = a

(2) Existéncia do neutro o esquerda: Je € A/R(e,a) = a

A operacao R admite elemento neutro se d = e, isto €, existe elemento neutro a direita, existe

elemento neutro a esquerda e eles sao iguais.

Em geral dizemos que 1 é o elemento neutro do produto e 0 o elemento neutro da adigao,

embora isso nao seja, necessariamente, o que ocorre sempre. Veja exemplo a seguir.

Exemplo 2.3.8. (1) Se A € um conjunto nao vazio e G = {f : A — A/f € bijetora }, a
opera¢ao bindria o : G X G — G/(f,g) — fog admite elemento neutro, que denominamos
14 a fungao identidade em A, isto é, Ix(x) = x. Nessas condi¢oes Vf € G,14 0 f(x) =
Io(f(z)), como f(x) € A, entdo I5(f(x)) = f(x) = Iao f=f.. Is € neutro a esquerda;
analogamente, Vf € G, foIs(x) = f(Ia(x)) = f(x), entao foly = f .. Ia € neutro
a direita, portanto I4 € o elemento neutro. Para as funcdes, a operacdo bindria o €
semelhante a operacdo bindria * do produto usual entre numeros, nesse caso a fun¢ao

identidade, em A estd relacionada com o nimero 1.

(2) As matrizes My, cujas entradas sao mimeros inteiros, que também denotamos por:
Mpxn = (Mij)ijef1,2, m}/Mij € Z sdo denominadas M(n,Z) matrizes quadradas de or-
dem n sobre o conjunto dos numeros inteiros. O produto usual, *, entre matrizes quadradas

sobre 7. € uma operacdo bindria:
x: M(n,Z) x M(n,Z) — M(n,Z)/(A,B) — Ax B,

lembrando que AxB = C € uma matriz quadrada de ordem n, tal que, C = (ci,j)i,je{1,27...7n}

e cada entrada c; j = E a; i-bi j, sendo a;;,b; ; as entradas das matrizes A, B, res-
ke{lv ,77/}
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pectivamente. A operagdo bindria * possui elemento neutro, denominado Iyxn, = (;5), a

matriz identidade, sendo 6;; =1, quando i = j e 6; j =0, quando i # j, com 1 <i,j < n.

(8) O exemplo 2.3.3.2 tem apenas elemento neutro a direita, portanto ndo admite elemento

neutro.

Se uma dada operacao bindria admite elemento neutro, este é inico. Dada uma operacao
bindria R, a existéncia do elemento neutro é essencial para a definicdo a seguir. Portanto, é
importante, inicialmente, o reconhecimento do elemento neutro, para entao prosseguir a identi-

ficacdo da propriedade:

2.3.4 Invertiveis

Definicao 2.3.9. Seja R uma operagdo bindria em A e e € A o elemento neutro, tal que, para

u € A estejam satisfeitas as sequintes condi¢des:

(1) Existéncia do inverso a direita: Jv € A/R(u,v) = e

(2) Ezxisténcia do inverso a4 esquerda: 3w € A/R(w,u) = e

Dizemos que u tem a propriedade do inverso se w = v, isto €, v € o inverso de u.

Exemplo 2.3.10. (1) A operacdo bindria do exemplo 2.3.53.2, ndo admite a propriedade do
mwverso, pois ndo existe elemento neutro para a operacdo considerada. A operacdo bindria
do exemplo 2.8.8.4, embora admita elemento neutro, ndo admite a propriedade do inverso,

pois existem fungoes, como as funcoes constantes, que nao admitem inverso;

(2) A operagio bindria + : ZXZ — 7, satisfaz a propriedade do inverso para qualquer inteiro i,
pois todo nimero inteiro admite elemento oposto, isto €, —i, tal que i+ (—i) = 0. Observe
que nesse caso o elemento inverso, para a operacao bindria de adicdo, também € conhecido

por elemento oposto.

(8) A operagio bindria x : Z X Z — Z, o produto usual, satisfaz a propriedade do inverso
apenas para os elementos {—1,1}. Embora esse resultado seja intuitivo, pois qualquer
outro numero inteiro, n # 1, por exemplo 2, ndo admite elemento inverso inteiro, isto €
2% =21 # 1Vi € Z, a prova desse resultado utiliza propriedades dos nimeros inteiros que

nao trataremos aqui. Para leitura sobre este assunto, sugerimos a referéncia [7].
(4) Seja A =1{0,1,2,3,4,5}, para a operagao bindria

_|_m0d6 : A X A — A/(Z,]) — TCStO(i +],6)
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o inverso de 0 € 0; o inverso de 1 € 5. Isso pode ser reconhecido facilmente pela tdbua da

operacdo bindria:

4+modg | 0|12 |3]|4]5
0 01112345
1 112|13[4]5|0
2 213141501,
3 314|5]|0(1]2
4 4(5(0]|1(2]3
5 5101112134

sendo suficiente verificar em qual posi¢cao interna da tdbua ocorre o elemento meutro, 0s
elementos da linha e da coluna cuja imagem, da operacdo bindria, Tesulta no neutro € o
imverso um do outro. Por exemplo, na posicao interna da terceira linha com a quinta
coluna, ocorre o neutro 0, que corresponde a imagem do para (2,4), portanto, o inverso de

2 €4, e vice-versa: confira!

Encerramos as defini¢oes de operagao binaria que utilizaremos. Para a propriedade do inverso

apresentamos a seguinte afirmacao:

Proposigao 2.3.11. Seja x uma operacao bindria em A, com elemento neutro e. As sequintes

afirmacdes sao verdadeiras:

(1) O elemento neutro, e, € unico ;

(2) O elemento neutro comuta com qualquer elemento de A;

1 1

(3) Se o inverso de u € v, isto é, u”" = v, entdo o inverso de v € u. Ou seja u " = v &

vl = u;

(4) se o inverso de u € v, entdo eles comutam entre si.

Se % é uma operacao bindria em A, denotamos Va,b € A, x(a,b) por ab, isto é, x(a,b) = ab;
em particular, quando a = b, *(a,a) = aa, que costumamos indicar por a?, o quadrado de a.
Vamos concluir esta secao com uma propriedade bastante comum para os nimeros inteiros: a
potenciacdo. A definicdo de poténcia, para a operacao bindria, é a mesma dada aos numeros

inteiros, guardado um certo cuidado com a notacao, por isso destacamos aqui essa propriedade.

Exercicios 2.3.12. (1) Dé exemplo de uma operagao bindria que ndo seja associativa e uma

operacdo bindria que nao tenha a propriedade de existéncia do elemento neutro.

(2) Seja A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8} , determine os elementos invertiveis de A, sequndo as

operacoes de + e *, soma e produto, mddulo 9.
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(8) Seja C o conjunto das fungdes Reais, isto €, f € C = f: R — R € uma fun¢ao. Mostre
que a operacao de composicdo de fungoes € associativa, porém nao comutativa. Mostre que

a unidade de , ¢ com essa operagdo, € a funcdo identidade.

(4) Seja C o conjunto das fungées Reais. Se f,g € C, defina f + g como sendo uma fun¢ao
real, tal que (f + g)(x) = f(x)+ g(x). Mostre que + € uma operag¢ao bindria associativa e

comutativa, com elemento neutro, e que toda funcdo real f, tem um oposto igual a —f.

(5) Seja C o conjunto das fungoes Reais. Seja o : COC
rightarrowCa operacdo bindria de composicao. Qual a condi¢do para que fC tenha inverso

a direita, inverso a esquerda e inverso?

2.3.5 Potenciacao

Definigao 2.3.13. Seja * uma operacdo bindria em A e e € A o elemento neutro. Sea € A e
n € um numero inteiro ndo negativo, definimos a”, sendo a demominado base e n denominado

expoente, como seque:

ii. " =*(a,a" ') =axa""!

iii. Se a™!, denota o inverso de a, entio a™" = (a=1)".
A defini¢do de poténcia, portanto, é recursiva, dai definirmos poténcia para nimeros nao

negativos. Isso nao impede que calculemos poténcias com expoentes inteiros, quando a base é

um elemento invertivel. A seguinte proposicao é bastante 1til:

Proposigao 2.3.14. Seja * uma operacao bindria em A e a,b € A, tal que, sdo invertiveis, isto

-1

€, da—" o inverso de a.

i. Sen é um inteiro negativo, entdo a® = (a=1)7";
ii. Vm,n € Z, a™™" = x(a™,a") = a™ *a" = a" x a™
iii. Vm,n € Z, o™ = (a™)" = (a")™

Exemplo 2.3.15. (1) Seja + a operacao bindria de adi¢io em A. Entao a" = a+---+ a,

uma soma com n-termos, logo a™ = na;

(2) Seja G o conjunto das fungdes bijetoras sobre A # () e o uma operagdo bindria em G.
6, f(6) = 3, entdo: f2 = fof € a funcio f2(1) = f(f(1)) = f(2) = 5; calculando-se
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termo a termo, obtemos:f2(2) = 6, f2(3) = 2, f2(4) = 4, f2(5) = 3, f2(6) = 1, a funcdo f™
serd a composicio n-vezes da funcdo f. Se calcularmos f° a funcdio obtida serd a fungdo
identidade: vamos calcular f2(1) = f3(f2(1)) = f3(5) = f(f2(5)) = f(3) = 1, isto ¢,
f3(1) = 1, repetindo-se esse cdlculo concluimos que f°(i) =i,1 < i < 6, que € a fungdo
identidade. Vejamos que ainda para esse caso podemos calcular f=3, pois sendo f bijetora,
ela admite funcdo inversa, que € o inverso da funcdo f. Nesse caso f~' é wma funcdio
bijetora, que para simplificar a notacdo vamos chamd-la de g = f~', desse modo f=3 = ¢3.
A fungao g pode ser obtida a partir de sua defini¢do, isto é, gof =14 .. g(f(i)) =i, assim
g(f(1)) =1=g(2);9(f(2)) =2 =g(5), repetindo-se essa idéia calculamos a fun¢ao g nos
demais valores, isto €, g(1) = 3; g(3) = 6;9(4) = 4;g(6) = 5. Dai calculamos g* = f=3;

Seja +modg a operagdo bindria em A ={0,---,7} o conjunto de restos da divisao de um
inteiro por 8. A poténcia 67 = resto(6.7,8) = resto(42,8) = 2.

Exercicios 2.3.16. (1) Seja pot a relagio bindria em {—1,0,1,2}, tal que pot(z,y) = ¥, x

(2)

(3)

(4)

elevado a poténcia y.

a) Determine a tabela da relagao bindria;
b) Determine a relagdo bindria pot, como subconjunto do produto cartesiano {—1,0,1,2} x
{_17 ) 17 2}7

c) Explique se pot é uma fun¢ao, provando ou dando contra-exemplo.
Seja —: Z x Z — Z] — (m,n) = m —n uma relagao bindria.

a) A relagao bindria — é uma operagao bindria?
b) Qual o elemento neutro da relagao?

¢) Quais os invertiveis da relag¢do?

d) A relagio bindria é associativa? E comutativa?

Seja — : {0,1} x {0,1} — {0,1}/ — (m,n) = (m,n)mod2, isto é, o resto da divisao por 2.

Verifique que € uma operacdo bindria e estude suas propriedades.

Verifigue para cada item, se a relacdo dada € uma relacdo bindria. Caso afirmativo,
verifique se € uma operagao bindria, caso negativo verifique se € uma fungdo. Lembre-se
que se afirmativo, devemos provar a afirmacdo, se negativo devemos exibir um exemplo

onde falha o critério verificado.

a) U: p({a,b,c}) x p({a,b,¢}) — o({a,b,c}); U4, B) = AU B
b) x: {1, ZLGE SLoiYSy oy SMIVE SISy g SIS SV (4, 0) = uw, o

produto usual, sendo \/—1 =1 , a unidade imagindria;

c) +:{1,2} x{1,2} — {1,2}; = (x,y) = = + y, a divisio usual.
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(5) Seja H = (M2, (VRG22 (VRS (VRN (VR0 (SR )0, (V)T (V)5

, 0 conjunto das 8 primeiras poténcias de , sendo i2 = —1, a unidade imagindria.

a) A relagao x: Hx H — H,(z,y) — xxy , sendo x*y o produto usual, € uma opera¢ao
bindria?

b) A relagio +: Hx H — H,(x,y) — x+y , sendo x +y a soma usual, € uma opera¢do
bindria?

(6) Seja A o conjunto dos restos da divisao por 8, isto é, A ={0,1,2,3,4,5,6,7}. Defina uma

relagdo bindria x : AXA — A, que a todo para (m,n) € Ax A, associa x(mn) = modg(mn),

o resto da diviséo de mn por 8. Responda:

a) Os valores de *(3,5) e x(6,7)

b) Monte a tabela e verifique se trata de uma operagdo bindria;

c) Determine, caso exista, o neutro da relagao *;

d) Determine, caso exista, os invertiveis do conjunto A, sequndo a relagao *;

e) O conjunto {A,x} é um grupo.

(7) Determine para cada item o dominio, o contra-dominio, a relagio e a imagem da relagdo:

a) A p(X) x p(X) — p(X)

A(A,B)=(AUB)—-(ANB)
24

b) R:{-2,-1,0,1,2} — {0,4}: R(X) = &3

c) x:{1,—1,i,—i} x{1,—-1,1,—i} — {1,—1,4,—i} (x,y) — y *x , o produto usual, sendo
v—1=1, a unidade imagindria.

d) || : {-1,0,1} — {1,2,3,4}, que associa a todo elemento do dominio o seu mddulo,

isto é,|x| = x se x € positivo ou nulo, e |x| = —x se x é negativo.

(8) Seja A o conjunto dos restos da divisao por 8, isto é,A = {0,1,2,3,4,5,6,7}. Defina
uma relagdo bindria * : A x A — A, que a todo par (m,n) € A x A, associa (m,n) =
modg(m=n), o resto da divisao de mxn, o produto usual, por 8. Assim definido, responda:
a) Os valores de x(2,7) , *(5,5) e x(4,6)

b) Monte a tabela da relagao bindria;

Determine, utilize a tabela,*~1[0] , a imagem inversa de 0;
c) Determine os pares (x,y) do dominio, para o qual *(x,y) = 1.
d) Determine o conjunto *~1[0] U*~! [1]

(9) Determine para cada item o dominio, o contra-dominio, o conjunto que define a relagao,

a imagem da relacdo e se a relagdo € uma funcdo.
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(10)

(11)

(12)

(13)
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a) Seja X ={1,{1}} e & : p(X) x p(X) — p(X), tal que, AN(A,B) = AU B;
b) R:{-2,-1,0,1,2,} — {0,4}; R(z) = 5=1)

c) x:{1,—1,i,—i} x {1,-1,4,—i} — {1,—1,i,—i}; (x,y) — y*z, o produto usual, sendo

v—1:=1, a unidade imagindria.
d) pOt: {_1707 1} X {_1707 1} - {_1707 1},p0t($,y) =Y.
Seja * a relagao bindria em {1,2,3,4,5} que associa ao par (x,y) o resto da divisio de
xy, o produto usual, por 7, isto é, x: {1,...,5} x {1,...,5} — {1,...,5}; (z,y) — modz(zy)
a) Calcule %(3,4) e x(4,4);
b) Determine a tabela da operagao bindria;
c) Determine x~1[5] ;
d) E verdade que %(3,%(5,6)) e *(x(3,5),6) sdo iguais?
Seja X : {f : {a,i,,p} — {a,i,p}/f € bijetora} o conjunto das fungoes bijetoras sobre o
conjunto {a,i,p}.
a) Determine o conjunto X, isto é, as funcoes sobre {a,i,p} bijetoras;
b) Seja a relagdo bindria
0: X xXxX—-X
o:(f,9)=1Ffog
de composi¢ao de fungoes, sendo f o g(x) = f(g(x)). Determine a tibua da opera¢ao
bindria;
c) Seu,ve X , € verdade que o(u,v) = o(v,u)?

Seja o conjunto A= {f :{1,2,3} — {1,2,3}, tal que f € bijetora} .

a) Determine o nimero de elementos do conjunto A

b) Determine todos os elementos do conjunto A

c) Se € uma relagao bindria, tal que, go f(x) = g(f(x)), a composi¢ao de fungoes,prove
que a relacdo bindria € uma operacao bindria;

d) Monte a tabela da operagao bindria, determinando o elemento neutro, os invertiveis e

se a operagdo bindria € comutativa.

Determine para cada item o dominio, o contra-dominio, o conjunto que define a relacdo,

a imagem da relacdo e se a relagao € uma funcgdo.

a) Seja X = {1,{1}} Lembrando que X\Y = {x, tal que,(z € X)e(x ¢ Y)}, a relagdo
A p(X) x p(X) — p(X), em que AN(A,B) = (AU B)\(AN B)
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b) R:{-2,-1,0,1,2,} — {~1,0,4}; R(z) = &=
c) = :{l,—-1,4,—i} x{1,-1,i,—i} — {1,—1,4,—i}; (z,y) — g , a divisao usual, sendo
1 =+/—1, a unidade imagindria.

d) pot : {_17 172} x {_17 172} - {_17 1,2},p0t($,y) =Y.

2.4 Grupos

Estamos em condigoes de apresentar uma definicao central para a teoria de grupos.

Definicao 2.4.1. Seja G um conjunto ndo vazio e *x um operacao bindria em G. O conjunto

{G, x} € denominado Grupo, se as sequintes condi¢oes sao verificadas:

i. A operacdo bindria * € associativa;
ii. Existe elemento neutro;

iii. Todo elemento de G tem inverso, sequndo a operac¢do bindria x. Nesse caso dizemos que G

satisfaz a propriedade do inverso.

Lembrando as propriedades que o grupo satisfaz, x é associativa se a x (b* ¢) = (a x b) * ¢;
existe elemento neutro se Jle € G/Vg € G,e* g = g xe = g; G satisfaz a propriedade do inverso

se Vg € G,3h € G/gh = hg = e, nesse caso denotamos h, o inverso de g por g~ .

Para os grupos finitos, a tabua da operacao binaria permite a verificacao das duas tultimas
propriedades de grupo. A associatividade, quando ndo conhecemos a operagao binaria, deve ser
provada abstratamente, ou elemento a elemento, como discutido na secao anterior. A seguir

apresentamos exemplos de grupos, utilizando, para o caso finito, a tdbua da operacao bindria.
Exemplo 2.4.2. (1) Seja G = {-1,1} e x : G x G — G/(i,j) — ij, o produto usual. O
conjunto {G,x} € um grupo. Segundo a tibua da rela¢io bindria:
* | —=11] 1
-1 1 | -1}
1 | -1]1

Verificamos que * € uma operacao bindria; 1 € o elemento neutro; —1 € o inverso de
—1, portanto G satisfaz a propriedade do inverso (PI). A propriedade associativa pode ser
verificada diretamente, verificando 8 igualdades, ou utilizando o resultado do lema 2.3.2,

isto é, o produto € associativo em Z e G C Z. Logo {G,*} € um grupo;

(2) Seja G ={-1,1} e + : Gx G — G/(i,j) — i + J, a soma usual. O conjunto {G,+} ndo
¢ um grupo, pois +(1,1) =2 ¢ G, portanto + nao € operagao bindria em G, entio {G,+}

nao € um grupo;
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(8) Seja G = {1,—1,i,—i}, em que i = /—1 € C € a unidade imagindria, e x : G x G —

G/(g,h) — gh, o produto usual. O conjunto {G,*} € um grupo. Segundo a tdbua da

relacdo bindria:

—i | =t | 1 1| -1
Verificamos que x € uma operacdo bindria; 1 € o elemento neutro; o inverso de —1 é —1;
o inverso de i é —i , portanto G satisfaz a propriedade do inverso (PI). A propriedade
associativa, se verificada diretamente, exige o cdlculo de 43 = 64 igualdades!. Nesse caso,
utilizamos o lema 2.3.2, isto € o produto € associativo em C e G C C. Logo {G,*} € um

grupo;

(4) Seja o conjunto Z e + : ZxXZ — Z/(i,j) — i+7. O conjunto {Z,~+} é um grupo. De fato,

(5) Seja Q* o conjunto dos nimeros racionais e * : Q* x Q* — Q*/(

+ € operacao bindria em 7Z, pois a soma de dois numeros inteiros € um numero inteiro;
4+ em Z € associativa; 0 € o elemento neutro da adicdo; todo miumero inteiro n admite
inverso, que é —n, o oposto. Portanto {Z,+} é um grupo, neste caso um grupo infinito,
pois |Z| € um conjunto infinito.

D ouy,, pu

q’v qu”’
{Q*, %} € um grupo. Como no caso anterior, trata-se de um conjunto infinito, sem possibi-

O conjunto

lidade de construcao de tabua. Temos que utilizar as propriedades do conjunto dos nimeros
naturais: A relagao bindria € operacdo bindria; o produto € associativo, o elemento neutro

¢ a classe de equivaléncia do 1, isto é, 1 a classe de nimeros do tipo g/p € Z*; e para o

. 5 . k
imverso, tomando-se um elemento qualquer de Q, por exemplo % a classe dos numeros k_Z

com p,q,k € Z*, o inverso dessa classe € a classe %. Portanto {Q*,*} € um grupo.

(6) Seja A um grupo finito e A : p(A) x p(A) — p(A) a operagao bindria A(X,Y) = (X U

Y)\ (X NY), denominada diferenga simétrica. O conjunto {p(A), A} é um grupo.

O préximo capitulo apresenta uma introducao a teoria de grupos, destacando algumas pro-

priedades e definicoes, e apresentando exemplos de grupos que verifiquem tais propriedades e

definicées. O carater introdutério do capitulo pode deixd-lo repetitivo em alguns conceitos e

reduzido, ou mesmo incompleto, em algumas defini¢bes. Muitos termos técnicos da teoria, como

Acao de Grupos ou Representagoes nao serao mencionados a partir daqui. Algumas idéias,

originadas numa teoria mais generalizada, serao simplificadas para podermos apresentar alguns

resultados, compreendermos os exemplos e obter algumas conclusoes, ou seja, fazermos algumas

”contas” .
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Exercicios 2.4.3. (1) Prove que o conjunto {—1,1,—i,i} é um grupo multiplicativo, com a

operacao bindria x, o produto usual em C.

(2) Sejam os conjunto A, B e as operagoes definidas abaizo A ={—1,1,—i,i} *: Ax A— A
($7y) = Ty B = {(_17 _1)7 (_17 1)7 (17 _1)7 (17 1)} ®:BxB— B
(u,v) — (ujvy,ugvy) Mostre que os conjunto {Ax},{B,®} , sao grupos, utilizando o fato

que as operacoes sao assoctativas;
(3) Seja {G,*} um grupo.
a) Prove que o elemento neutro de G é inico;
b) Se u,v € G ev € o inverso de u, isto é, u ="v {— 1} , mostre que u e v comutam;

(4) Mostre que o conjunto dos nimeros inteiros é um grupo aditivo, isto €, {Z,+} é um grupo.

(5) Mostre que o conjuntos dos mimeros racionais € um grupo aditivo, porém nao é um grupo

multiplicativo.

6) Mostre que o conjunto dos numeros racionais sem o elemento 0, Q*, € um grupo multipli-
) g

cativo.
(7) Prove que o conjunto dos nimeros reais é um grupo aditivo.
(8) Prove que o conjunto dos nimeros imagindrios sem o 0, nao € um grupo multiplicativo.
(9) Prove que o conjunto dos nimeros complexos sem o 0, C*, é um grupo multiplicativo.

(10) Seja a operagao bindria + em Z. Determine a unidade; para z € 7, determine o oposto

de z.

(11) Mostre que {Z,+} é um grupo, porém {Z,x}, sendo a opera¢ao de multiplicagao, nao é

um grupo.

(12) Seja 2Z = {2z/z € Z} isto é, o conjunto dos niumeros pares. Mostre que {2Z,4+} € um

grupo infinito.

(13) Seja X ={1,2,3}, consideremos as sequintes funcoes bijetoras sobre X: e, f,g,u,w : X
rightarrowX definidas abaizo: e(1) = 1,e(2) = 2,e(3) = 3; f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) =
Lg(l) = 3,9(2) = 1,9(3) = 2; u(l) = 2,u(2) = L,u(3) = 3; v(1) = 3,v(2) = 2,v(3) =
2;w(l) = 1,w(2) = 3,w(3) = 2. Responda os itens a sequir:

a) Seja S3 = {e, f,g,u,v,w} e o a operagdo bindria de composi¢io de fungoes em Ss.
Mostre que {Ss3,0} € um grupo finito.

b) Estude o grupo Ss, calculando a tdbua da operagdo do grupo. Identifique a identidade
do grupo.
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(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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c) O grupo Ss satisfaz a propriedade comutativa?

Prove que o conjunto 2Z = {n € Z/n € par } é um grupo infinito. Isso é verdade para p

conjunto dos niumeros impares?

Seja G = {f,g,u} um subconjunto do conjunto das funcoes bijetoras sobre {1,2,3,4,5,6}.
Determine a tdbua do grupo {G,o}, cuja operagdo bindria € a composicdo de fungoes, isto
¢ foglx) = flg(x)) , sendo:f(1) = 1,f(2) = 3,f(3) = 5,f(4) = 4,f(5) = 2,f(6) =
6:9(1) = Lg(2) = 2,9(3) = 3,9(4) = 4,9(5) = 5,9(6) = 6;u(l) = Lu(2) = 5u(3d) =
2,u(4) =4,9(5) = 3,u(6) = 6.

Seja x a relagdo bindaria sobre A = {0,1,...,10,11} que associa a cada par (m,n) o resto do
produto usual mn por 12. Determine as propriedades da relacdo bindria: associatividade,
comutatividade, elemento neutro e invertiveis. Explique se o conjunto {A,x} € um grupo,

justifique sua resposta.

Seja G = {1,3,5,9,11,13} e *mody4 : G x G — G a relagao bindria que associa ao par

(z,y) — modysxy , o resto da divisao por 14 do produto usual xy.
a) Mostre que xmodi4 é uma opera¢ao bindria;
b) Prove que {G,*modi4} é um grupo, utilizando o fato que xmody4 satisfaz a propriedade

associativa em Z .

Seja x um elemento com a sequinte propriedade: 2x = 0 . Mostre que a relagcdo bindria
+ : {—2,0,z} x {—2,0,2} — {—=x,0,2}é uma operagio bindria, mas o conjunto A =

{—x,0,z} e a operagdo bindria +, isto é A,+, nao definem um grupo.



Capitulo 3
Introducao a Teoria de Grupos

No capitulo IT apresentamos a definicao de grupo, isto é um conjunto G associado a uma operacao
bindria * que satisfazem 3 condicoes: associatividade para a operacao *; a existéncia de elemento
neutro e a propriedade do inverso. Nessas condigdes o conjunto {G,*} é denominado grupo.
Quando nao houver necessidade, referimos ao grupo apenas pelo conjunto G, e dizemos que G

é um grupo.

A teoria de grupos foi tratada de modo puramente abstrato, a partir dos trabalhos de Galois

sobre a solucao das equagdes polinomiais por meio de radicais ...

Neste capitulo apresentamos algumas nocoes bésicas de grupos. A teoria de grupos é uma
area da Matematica, com muitos resultados importantes e questoes em aberto. Como é comum
em matematica, a teoria de grupos aparece naturalmente em Geometria, Topologia, Anaélise,
Légica e Fundamentos. Suas aplicagbes sao também comuns, nas ciéncias em geral. Vamos
discutir os grupos, de um ponto de vista abstrato. Iniciamos essa abordagem abstrata, estudando
inicialmente alguns grupos finitos. No capitulo anterior finalizamos com exemplos de varios

grupos, neste capitulo vamos comecar construindo alguns grupos finitos.

3.1 Subgrupos e Subgrupos Ciclicos:Preliminares

Dado um grupo {G, x}, quando nao houver ambigiiidades, podemos refirmo-nos a este grupo,
apenas pelo seu conjunto GG, e denotar a condi¢do a * b simplesmente por ab. Assim como em
teoria dos conjuntos, dado um conjunto C definimos os subconjuntos deste, para os grupos existe

um andlogo a essa definicao.

Definigao 3.1.1. Seja {G,*} um grupo, definimos como subgrupo de G, o subconjunto H C G,
tal que, o conjunto {H,*} seja um grupo, o qual denotamos por H < G (Lé-se: H € subgrupo

99
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de G). Se e € G € o elemento neutro, os conjuntos {e} e G, que sao subgrupos de G, sao de-
nominados, respectivamente, de subgrupo trivial e subgrupo improprio de G. Os subgrupos

nao trivial ou imprdprio de G sdo demominados subgrupos préprios.

Uma conseqiiéncia imediata da definicdo de subgrupo, é que se G é um grupo, o conjunto
de subgrupos de G é nao vazio, pois G admite os subgrupos nao proprios. Oportunamente,
estudaremos os grupos cujos unicos subgrupos sdo {e} e G, mas para isso precisamos de mais

teoria.

Os subgrupos de um grupo auxiliam no estudo do grupo, permitindo obter propriedades do

grupo, a partir destes, embora isso nao seja verdade em geral.

Para o caso de grupos finitos, uma forma rapida de verificar se um certo subconjunto de um
grupo G é um subgrupo, é através da tabua da operagdo bindria do grupo. A seguir citamos

alguns exemplos de subgrupo.

Exemplo 3.1.2. (1) Se G € um grupo com elemento neutro e, entio G e {e} sao subgrupos

de G.

(2) Para o grupo aditivo dos nimeros inteiros, {Z,+}, o conjunto {0} € o subgrupo trivial de

Z; o conjunto dos miltiplos de n € Z*: nZ = {n(i)/i € Z} € um subgrupo préprio de Z;

(8) Seja G = {1,-1,i,—1},i € C, o grupo multiplicativo {G,*}, sendo * o produto usual em
C; o conjunto H = {1,—1} com a operagao de G, definine o subgrupo proprio {H,x} do
grupo G, indicado por H < G. No entanto, o conjunto X = {i,—i} ndo é um subgrupo
de G: por nao ser um grupo multiplicativo, pois a operacao bindria x em G, restrita ao

conjunto X, ndo € operagdo bindria, uma vez que i(—i) =1¢ X.

Para os grupos finitos, um recurso que auxilia na identificagdo de um subgrupo, nessa fase
introdutéria, é a construgao da tdbua para o conjunto considerado. Como mostrado a seguir

para o iltimo exemplo acima:
* 1 ] -1 * 1 —1
conjunto {1,—1}: 1 1 | =1 conjunto {i,—i}: ¢ | -1 | 1
—1|-1] 1 — | 1 | -1

A primeira tabua é de uma grupo, a segunda nao é tdbua de uma operacao binaria, portanto

{i,—i} nado é um grupo segundo o produto usual.

Uma caracteristica da teoria de grupos é o fato de podermos definir propriedades para certos

grupos, e a partir delas verificar quais grupos, ou condigoes destes, satisfazem tais propriedades.

Seja {G,*} um grupo e ¢ € G. Sendo * uma operagdo bindria em G, as poténcias de

g, segundo a defini¢do 2.3.13, sao elementos de G, isto é, ¢" € G,Vn € Z. Entao o conjunto
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{g"/n € Z} é um subconjunto de G. Se o grupo G é finito, entao este conjunto, necessariamente,
é finito. Portanto, a partir de um certo expoente de g, as poténcias ¢",n € Z devem repetir-se.
Pela definicdo 2.3.13, ¢° = e, dai podemos concluir que e o neutro de G, também é alguma

poténcia de g. A seguinte proposicdo mostra que este conjunto é um subgrupo de G.

Proposicao 3.1.3. Seja {G,*} um grupo finito e g € G. O conjunto H = {g"/n € Z} € um
subgrupo de G.

Demonstracgao. Devemos provar que o conjunto {H,*} é um grupo. Sendo * a operacao
bindria de G, entdo Vi,j € Z,¢' « ¢/ = ¢'tJ = ¢g" € H, logo * é operacao bindria de H. Por
defini¢ao ¢° = e, portanto H contém o neutro; Vg € H,3g™" € H/g" x g " = g " x g" = e,
portanto H satisfaz a propriedade do inverso. A operacao bindria é associativa, pois x,y,z €
H,3i,j,k € Zjw = g'y = g5 2 = gF, ax(y*2) = g'x (¢ xg¥) = g s gt = g™t UFR) = glita)+h —
(¢* % ¢7) * g* = (z * y) * 2: aqui utilizamos a propriedade que Z é associativo. Assim o conjunto

H é um grupo, portanto H < G. [l

Este resultado motiva a seguinte definicao.

Definicao 3.1.4. Seja G um grupo e g € G. O conjunto {g"/n € Z} é denominado subgrupo
ciclico de G, gerado por g, que denotamos por < g >. Se | < g > | < oo, definimos ordem de g
como sendo o natural | < g > |, que denotamos por o(g). Se | < g > | € infinito, a ordem de g é

infinita, isto €, o(g) = oo.

A definicdo de ordem de um elemento permite melhor compreender o significado de grupo

ciclico. O seguinte resultado elucida o significado do conceito ordem de um elemento.

Proposigao 3.1.5. Seja G um grupo, tal que, g € G € um elemento de ordem finita. Se g" = e,

para algum inteiro n, entao o(g)|n.

Demonstracao. Inicialmente, observamos que o(g) = o(g~!), pois os conjuntos < g >=<
g~! >. Assim é suficiente provar para n € Z*. Seja o(g) = m, pelo teorema da divisdo,
n=qgm+r0 <r < m, das condigoes g = e, pois m é a ordem de g, e g" = e, a hipbtese:
e =g" = gi"mt" = (¢™)9g" = ¢g", mas e = ¢g", somente se 7 = 0, pois o conjunto < g >, das
poténcias de g, tem m elementos e portanto as poténcias ¢",0 < r < m devem ser distintas.

Uma vez que ¢° = e = 7 =0, logo n = gm .". m|n. O
Corolario 3.1.6. Seja G um grupo com elemento neutro e. Se g € G € um elemento de ordem

finita, entao o(g) € o menor inteiro positivo, tal que go(g) =e.

Demonstragao. Seja n € ZT, tal que ¢g" = e, pela proposi¢ao anterior, o(g)|n, portanto

o(g) < n, por forga da divisibilidade. 0
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A idéia que utilizamos na proposicao 3.1.5, para concluir que r = 0 é um recurso muito
comum. Sugerimos que o leitor verifique detalhadamente este fato. A referéncia [7], segao 2.1

do capitulo Divisibilidade, elucida estas idéias.

Definigao 3.1.7. Seja G um grupo, tal que, 3g € G e G = {g"/n € Z}, entdo G é denominado
Grupo Ciclico e g o gerador do grupo ciclico. Nestas condi¢oes denotamos G =< g > o grupo

ciclico gerado por g.
Exemplo 3.1.8. (1) Se G ={e} € um grupo e e € G € o elemento neutro, G =< e >

(2) Seja G o conjunto unitario G = {1} e * a opera¢ao de produto usual, G =< 1 > Se
G = {-1,1} ¢ um grupo multiplicativo com dois elementos, —1 # 1, sendo (—1)?> =
(=1)(=1) =1 entao 1 € o neutro de G, portanto o(—1) = 2. Isto €, —1 € um elemento de
ordem 2 .G =< —1 >;

(3) Seja G = {1, _H'Ti‘/g, _I_T“/g}, em que i € a unidade imagindria. Sendo G um grupo

multiplicativo, (_1+T“/§)2 = —1451'\/3‘—121\/3 = _1_2“/3 # 1, portanto 0(_1%“/3) nao é 2.

Calculando poténcia

(—14;1\/§)3 _ (—1—22\/§)'(—1—;i\/§)2 _ (—14;1\/3)(—1—21\@) . O(—l—;i\/g

)=3.

Analogamente, 0(_1_2i\/§) = 3, uma possibilidade é . G =<

—1+iV/3
5 >

(4) Seja G ={0,1,2,3} e x = +mody a opera¢ao de G, de modo que 0 é o elemento neutro,
22 = 4mody = 0, portanto o(2) = 2; 3% = 6mody = 2;3% = 3%32 = 3%2 = 5mody = 1;3* =
3%3% =3 %1 =4mody =0, portanto o(3) = 4. Analogamente, o(1) =4 -.G =<1 >;

(5) Seja Z o grupo aditivo dos mimeros inteiros, 0 é o elemento neutro de Z. Como vimos,
" =i+ ---+1, a soma de i n-vezes, logo 1" = n,Vn € N, portanto 1" = n # 0, para
todo inteiro positivo, portanto 1 € Z tem ordem infinita: o(1) = oo -. Z =< 1 >. Um

argumento, andlogo a este, mostra que o(i) = oo, Vi € Z\ {0}.

Exercicios 3.1.9. (1) Sejam os conjunto A, B e as operagoes definidas abaizo A = {—1,1,—1i,i}
x: AXA— A
(:an) =y B = {(_17 _1)7 (_17 1)7 (17 _1)7 (17 1)} ®B XxB— B

(u,v) — (ugv1, ugv2)

a) Mostre que os conjunto {Ax},{B,®} , sao grupos, utilizando o fato que as operagoes
sao associativas;

b) Calcule a ordem de cada elemento;

c) Explique a estrutura de cada grupo: se € abeliano; se € ciclico; a ordem dos elementos,

quantos subgrupos possui, entre outros.
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(2) Prove que se G é um grupo finito e g € G, entdo (¢9)!°! = e , a identidade de G, utilizando

0s sequintes fatos:

*VgeGolg) =K 1<K<|G|;
* Se o(g) =k, entdo |G| é miltiplo de k.

A seguir, apresentamos a construcao de alguns grupos finitos. Observamos que a construc¢dao
de um grupo finito, seja de 4 elementos, nao significa um exemplo de um grupo de 4 elementos,
porém qualquer grupo de 4 elementos. Como analogia, podemos pensar num exemplo de uma
figura geométrica, um triangulo, que é diferente da construcao do tridngulo, possivel, entre outras
formas, a partir de seus trés lados, quando estes satisfazem a desigualdade triangular. Ainda,
utilizando a idéia geométrica do triangulo, sabemos que dados os dngulos internos do triangulo,
podemos construir infinitos tridngulos semelhantes, de tamanhos distintos ou ndao. Por exemplo o
tridngulo eqiiilatero, existem infinitos triangulos equilateros, porém sao todos semelhantes. Para
0s grupos, utilizamos o termo isomorfos, em situagoes analogas a esta. A nocao de isomorfismo

¢ intrinseca a idéia de grupo, aparecendo constantemente a medida que avangamos com a teoria.

3.2 Grupos Finitos de Ordem 1,2,3 e 4

Vamos tratar dos primeiros grupos finitos, lembrando que um grupo {G, *}, pode ser repre-
sentado por G, de modo que, como conjunto, denominamos |G| (leia-se ordem de G), como o
tamanho do grupo, isto é, o numero de elementos de G. Assim, inicialmente, vamos construir
os grupos G de ordem: 1,2,3 e 4. Para tal construcao vamos fazer uso da tabua da operacao de
G. Obviamente, como estamos construindo grupos {G, x}, devemos satisfazer as propriedades
da definicao 2.4.1. Para tanto vamos provar o seguinte resultado, que auxilia na construcao da

tabua da operagao binaria .

Teorema 3.2.1. Seja {G,*} um grupo de ordem n e T a matriz que representa a tabela in-
terna da tdbua da operacdo x, como apresentada na se¢ao 2.1. Entao o conjunto formado pelos

elementos de cada linha ouw cada coluna da matriz T deve ser igual a G

Demonstracao. Inicialmente ordenamos os elementos de G = {g1,92, - ,gn}. Seja H o con-
junto formado pelas entradas da linha k& da tabela T, isto é, H = {t;;/1 < i < n}, Sendo *
uma operagao bindria, entdo H C G. Basta provar que G C H. Suponha, por absurdo, G ¢ H,
entdo |H| < n, logo a linha k tem pelo menos um elemento repetido, isto é, duas entradas sao
iguais, logo dm,n,1 < m,n < n, tal que t;,, = tj ,, estas entradas sao o resultado da operacao
bindria *, sobre os pares de elementos de G, em que, tg ., = gk * gm € tkn = gk * gn, POrtanto
gk * gm = gk * gn. Como G é um grupo, existe o inverso do elemento g = u, multiplicamos a

equagao anterior a esquerda por u, isto é, u * (gr * gm) = u * (gx * gn), sendo G um grupo, vale
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a propriedade associativa, portanto (u * gx) * gm = (u * gx) * gp, sendo u * g = e, o elemento
neutro, conluimos que g, = g, e portanto, pelo A2, o grupo G tem menos de n elementos, um
absurdo! Logo G = H. O

Corolario 3.2.2. Nas condi¢oes do teorema, cada linha e cada coluna internas da tabua da

operacdo * nao admite entradas repetidas.

Nesta se¢ao, em que construimos os grupos de ordem de 1 a 4, também introduzimos uma
idéia central em Algebra Abstrata, ligada as propriedades da operacdo bindria, e portanto aos
elementos do grupo. Em geral, estas propriedades sao chamadas de propriedades estruturais, elas
estdo relacionadas a forma, ou estrutura, interna do grupo. Podemos citar, como propriedades
estruturais, algumas defini¢oes apresentadas no capitulo anterior, como: |G| a ordem do grupo
e a comutatividade, também denominada abeliana. Outra propriedade estrutural é ordem de
um elemento. As propriedades estruturais caracterizam completamente um grupo, isto é, elas
definem com exatidao o grupo que as satisfaz e permite que possamos comparar os grupos entre
si. Os grupos que apresentam as mesmas propriedades estruturais sdo denominados GRUPOS

ISOMORFOS, isomorfo é uma palavra de origem grega que significa forma idéntica.

A teoria de grupos, entre outras coisas, desenvolve essa idéia de isomorfismo, de modo a
conceitud-la precisamente. A partir dai, quando estudamos algum problema relativo aos grupos
e determinamos um grupo que satisfaz as condigoes do problema, é comum referir-se a este
grupo, como o grupo que resolve o problema, a menos de isomorfismo. Segundo a proposta
dessa secao, portanto, vamos determinar os grupos de ordem 1 a 4, a menos de isomorfismos.
Como dissemos, essa idéia serd repetidamente usada e, vamos caminhar no sentido de torné-la

mais precisa.

O dltimo exemplo mostra um grupo com elementos de ordem infinita. Se G é um grupo
finito, no entanto, qualquer elemento de G tem ordem finita, mais que isso, se g € G, entao
o(g) < |G|. Isto decorre da propriedade da operagao binéria de G, pois o conjunto de todas as
poténcias de g, até que ocorra o neutro, pode ter no maximo |G| elementos. Se este conjunto
tem exatamente |G| elementos, é porque o neutro ocorreu exatamente para a tltima poténcia
possivel, que é |G|, portanto g/ = ¢, logo o(g) = |G/, se o conjunto tem menos de |G| elementos,
entdo para algum n < |G|, ocorreu que g" = e pela primeira vez, portanto o(g) = n < |G|. Dai

todos os elementos tém ordem no maximo igual a |G]|.

Veremos que o conceito de ordem de um elemento esté diretamente ligado a ordem do grupo

que contém este elemento.

Estamos em condigoes de determinar os grupos de ordem entre 1 e 3, a menos de isomorfismo.
Para o que segue, podemos dizer que dois grupos sao isomorfos se as tabuas de suas operacoes

coincidem, pelo menos uma vez.
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Proposicao 3.2.3. Seja {G,*} um grupo finito. Eziste, a menos de isomorfismo, eratamente

um grupo, para |G| € {1,2,3}

Demonstracao. (1) Se |G| = 1, como conjunto, G é unitario ... G = {g}. Sendo * uma

operagao bindria g x g = g. Sendo G um grupo, existe o elemento neutro, logo g =
e. Portanto o tnico elemento de G é o neutro, que portanto é igual a seu inverso. A
associatividade resulta também do fato de existir um tnico elemento. Dai, a menos de
isomorfismo, existe um tnico grupo com 1 elemento, formado pelo neutro da operacao

binaria do grupo.

Se |G| =2 = G ={g,h},g # h. Pela existéncia do neutro, e € G, portanto ou g = e
ou h =e. Seja g = e; G = {e,h}; *x é uma operacao bindria, portanto h x h € {e, h}, se
fizermos a tabua da operagao bindaria *, pelo teorema 3.2.1, h * h # h, portanto h x h = e,
nesse caso o(h) = 2. Assim G tem 2 elementos: um neutro e um elemento de ordem 2.
Devemos provar, ainda, que ocorre a propriedade associativa: a* (b*c) = (a*b) xc? Uma
vez que ha somente 2 elementos, ou ocorre que a = bou b =c; se a = b, entdao axb = e
logo (a*b)xc=c;oua=b=centdaoax(bxc)=c=ax(bxc), oua=>b=h entao
ax(bxc)=hx(hxc);ouc=h=ax((bxc)=h. . ax((bxc)=c=(axb)xc ou
c=e= ax*(bxc) = hx(h*e) = h? = e = ¢ = (a*b) *c, portanto verifica a associatividade,
logo é um grupo. Se trocarmos a escolha anterior para h = e, 0 mesmo aconteceria: o
grupo teria um elemento neutro e um elemento de ordem 2. Portanto seria o mesmo grupo,

a menos de isomorfismo.

Se |G| = 3, como nos casos anteriores, segundo a propriedade do inverso,e € G o elemento
neutro ... G = {e,a,b} e devemos determinar, portanto, os outros 2 elementos de G.
Podemos calcular a tdbua da operacao *, que pela propriedade do neutro determina a

primeira linha e a primeira coluna, internas, da tabua:

x|elal|b x| e|a
elelalbd elela
=
alalz|y alal|ble
blb|z|w blblela

Pelo teorema 3.2.1, x € {e, b}, pois basta observar que tanto a linha, quanto a coluna, onde
estd z, também aparece a, como linha e coluna (internas!) nao podem repetir elementos,
os valores de x s@o somente aqueles. Se = e, por um lado (o teorema 3.2.1), implica que
y = b. Por outro lado (segundo a tdbua), y = ab = b entdo a é elemento neutro a esquerda,
mas o neutro é unico, entdao a = e .". |G| = 2, absurdo. Portanto z = b e isso determina que
y = e, utilizando o teorema 3.2.1, obtemos que z = e;w = a, e completamos a tabua da

2

operacao #, portanto ab = ba = e = a = b~ !, e vice-versa; a2 = b = a® = axa® = axb = e,
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o elemento a tem ordem 3, do mesmo modo, b*> = ¢ = o(b) = 3. A associatividade é
verificada, pois o exemplo, 3, anterior, é de um grupo com 3 elementos, cuja operacao do
grupo é o produto usual, ora! os elementos desse grupo sao nimeros complexos, portanto
sao associativos, por definicao. Como existe um tinico grupo, a menos de isomorfismo com
3 elementos e o conjunto acima tem as mesmas propriedades estruturais, também estes
elementos associam, daf a tdbua define um grupo. Portanto se |G| = 3, entao os elementos
diferentes do neutro tém ordem 3, sendo um o inverso do outro. Se tomarmos outro grupo,
com 3 elementos, o mesmo ocorrera, portanto existe um tinico grupo com 3 elementos, a

menos de isomorfismo.

Assim os grupos de ordem 1,2 e 3 s@o tnicos, a menos de isomorfismo. O

Corolario 3.2.4. Os grupos de ordem 1,2 e 3 sao ciclicos

O resultado, deste corolario, nao é verdadeiro para um grupo de 4 elementos. Isto porque,
como veremos, existem 2 grupos com estruturas diferentes: em um deles nao existe elemento

com ordem 4.

A verificacao da propriedade associativa pode ser bastante entediante, conforme vimos para
um grupo com 2 elementos. A referéncia [4], indica uma maneira de provar associatividade,
utilizando conjuntos numéricos os quais sabemos serem associativos, como fizemos para o caso
|G| = 3. Assim, repetindo o que fizemos, podemos construir um grupo de ordem 3, com a
operagao +mods, que sabemos ser associativa para o conjunto {0,1,2}. Como provamos que
existe um tnico conjunto {G,x*}, com 3 elementos, a menos de isomorfismo, que verifica as
propriedades de operagao bindria, elemento neutro e existéncia de inverso, entao os conjuntos
{G,*} e {{0,1,2}, +mods} sdo isomorfos, sendo este ultimo associativo, entao G é associativo.

Para o que segue, verificamos associatividade dessa mesma forma.

Proposicao 3.2.5. Ezistem dois grupos {G,*} com 4 elementos, isto €, |G| = 4, que ndo sao

isomorfos.

Demonstragao. Como na proposi¢ao anterior, Je € G, elemento neutro. Entao G = {e, a,b, c}.

Podemos montar a tabua da operacao bindria * e obter duas solugoes nao-isomorfas:

* elal|bl|ec * ela|b|c * ela|b|c
e elal|lb]|ec e elalb]|ec e elalb|ec
a alx|y| z a alel|lcl|bd a alelec
= ou
b blul|v|w b b el a b b ale
c c|flg|h c c ale c c el a
tébua I tabua II tabua II1

A primeira tabua mostra que z,y,z,u,v,w, f,g,h € G. Mostremos que a segunda e terceira

tabelas sao as possiveis solugoes para a primeira tdbua.
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(1)

Pelo teorema 3.2.1 = € {e,b,c}. Inicialmente considere que x = e, portanto y € {b,c},
segundo a linha 2 e y # b de acordo com a coluna 3, portanto y = ¢, assim z = b, e
determinamos completamente a linha 2 da primeira tabua. Prosseguindo com essa tdbua,
pelo teorema 3.2.1, segundo a linha 3 e coluna 2, u € {e,a,c} N {b,c} = {c}, portanto
u = ¢. Analizando a linha 3 e a coluna 3, v € {e¢,a}. Se v = e = w = a, e completamos a

linha 3. O teorema 3.2.1 determina completamente a linha 4, e obtemos a segunda téabua.

A terceira tdbua, obtemos segundo a hipdtese inicial de 2 = e de modo que a situacao é a
mesma da segunda tabua, até a hipétese sobre v, que escolhemos v = a e dai ocorrem as

seguintes condicoes: w = e; f = b;g = e; h = a. As duas tadbuas possiveis.

Na segunda tabua, todo elemento, exceto o neutro, tem ordem 2, pois segundo essa tdbua
a’> = b? = ¢ = e. No entanto, segundo a tdbua 11, b> =a = b =bxb> =bxa=c ..
b =bx b3 =bxc = e, logo essa tdbua contém um elemento de ordem 4, portanto sio
NAO-ISOMORFOS, os possiveis grupos da tdbua II e III. Provaremos a seguir que as
tabuas 11 e 111 sdao associativas, portanto definem um grupo. O grupo definido pela tdbua
11 é o Grupo de Klein, enquanto que o outro é um Grupo Ciclico de ordem 4. Este tltimo
grupo contém 2 elementos de ordem 4, que sdo inversos um do outro e um elemento de

ordem 2.

Se consideramos, para a hipdtese inicial que & = b, 0 mesmo processo leva a duas outras
condicOes sobre v, e as tdbuas mostram que em um deles todos elementos, diferente do
neutro, tém ordem 2, enquanto que para a outra condicdo existird um elemento de ordem
4. Este mesmo grupo, com um elemento de ordem 4, apresenta as mesma caracteristicas

do grupo ciclico de ordem 4 e portanto sao isomorfos.

Consideremos os grupos {H,+mody}, sendo H = {0,1,2,3} e {K,*}, o produto usual de

matrizes, sendo

(05

x: K x K — K/(A,B)— AxB.

O grupo K ¢ isomorfo a tdbua Il e o grupo H ¢é isomorfo a tabua I1I, portanto ambos sao

associativos. Mostramos assim, que existem, a menos de isomorfismo, 2 grupos de ordem 4. [J

Exercicios 3.2.6. (1) Seja G = {a,b}, |G| = 2. Mostre que se {G,*} € um grupo, entdo

axb=">0 e nesse caso a € a identidade do grupo, ou axb = a e nesse caso b € a identidade

do grupo.

2) Seja {G,*} um grupo e |G| = 2. Mostre que Vx € G,z? = e, sendo e a identidade de G.
(2) Sej g
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(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

3.3
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Dados os grupos {G,*} e {H, e} e as tibuas da operag¢ao bindria:

*x 1 2 3 4 e 1 2 3 4
112 3 4 11 2 3 4
2 2 41 3 e 2 21 4 3
33 1 4 2 33 4 1 2
4 4 3 21 4 4 3 21

Ezxplique se os grupos tém as mesmas propriedades de ordem de elementos. Em sequida,
identifique cada grupo como ciclico ou grupo de Klein. Se o caso ciclico ocorrer, exiba um

de seus geradores

Seja {G,*} um grupo. Construa a tdbua da operagao x para os casos quando G possui
1,2,3e4 elementos. Mostre que quando |G| =1,2,3 a tdbua € unica, porém caso |G| = 4,

existem duas tabuas possiveis.
Seja um grupo G,g € G. Sex,y € G, entao gr = gy < = y.

Seja {G,*} um grupo. Prove que cada linha da tdbua de multiplicagao deve apresentar

TODOS os elementos do grupo.

Para um grupo {G,*}. Com 3 elementos, mostre que Vx € G, x® = e, sendo e a identidade

de G.

Seja G = {a,b,c} tal que o conjunto {G,*} é um grupo com trés elementos. Monte a

tabela do grupo e mostre que G contém dois elementos de ordem 3.

Dé exemplo de um grupo G,|G| > 2, que todos os elementos, a menos da unidade, tém

ordem 2.

Nocoes Basicas da Teoria dos Grupos

Na sec¢ao anterior, discutimos a construcao de alguns grupos finitos. Provamos que existem dois

grupos de ordem 4, nao isomorfos, sendo um deles o grupo de Klein e o outro o grupo ciclico.

O primeiro nome é homenagem ao matemético Alemao, que provou esse resultado.

3.3.1 Subgrupos

Vimos que, para os grupos finitos, podemos verificar se um dado conjunto é um subgrupo, a partir

da tabua da operacao binaria. No entanto, existem casos que tornam tal verificacdo, quando

possivel, exaustiva. Vamos prosseguir, com algumas defini¢oes e estudar alguns subconjuntos

bastante comuns na teoria de grupos.
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Definicao 3.3.1. Seja {G,*}, um grupo. Dizemos que G é um grupo abeliano se a opera¢ao

bindria * € comutativa, isto €, Vf,g € G, fxg=g=* f.

Os grupos abelianos formam uma classe de grupos com caracteristicas muito peculiares.
Segundo alguns matemaéticos, existem poucas propriedades com influéncia mais decisiva do que

a comutatividade.

Os grupos cicllicos sdo sempre abelianos, isso é uma conseqiiéncia direta da propriedade dos
nuimeros inteiros. A prova desse fato é simples, muito semelhante ao argumento utilizado para
provar a associatividade, no caso ciclico. A seguir apresentamos essa proposicido e provamos o

resultado, para melhor compreensao da teoria, ressaltamos que esse resultado é elementar.

Proposigao 3.3.2. Seja G um grupo ciclico. Entao G ¢ abeliano.

Demonstracao. Devemos provar que os elementos de G, comutam, ou seja, Vz,y € G, xy = yx.
Sendo G ciclico, ele é gerado por algum elemento: dg € G,G =< g >. Os elementos de G sao,

portanto poténcias do gerador, isto é,

Jijeljr=gy=g ay=g'g =g =g =¢g' = yz,

portanto G ¢é abeliano. O
Exercicios 3.3.3. (1) Seja G o conjunto dos restos da divisio por 6, e o conjunto {G,x*},
sendo * a operagdo bindria +modg, isto é, x(x,y) = (z + y)modg o resto da divisio de
x + 1y por 6, a soma usual.
a) Sabendo-se que +modg € associativa, prove que {G,x} € um grupo;
b) Mostre que {G,*} é um grupo ciclico;
c) Podemos afirmar que a operagdo * € comutativa?
(2) Seja G = {a,m,b,p,q}, um grupo de ordem 5, com as sequintes propriedades:a® = m;m? =
> =aa" =q , isto é, o inverso de a € q.
a) Determine o elemento neutro de G;
b) Determine o inverso de b;
c) Monte a tdbua da operagao bindria de G, explicando seus passos;
d) Determine a ordem de cada elemento, a partir da tibua. Podemos afirmar que este

grupo € ciclico?

(8) Seja G um grupo, x,y € G, tal que, o(x)=0(y) = 2, isto €, eles tém ordem 2, mostre que

xy = yz, eles comutam.
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(4) Seja G = {A,B,C,D,E,F}, e {G,*} o grupo formado pelos elementos de G com a

operacdo * dada pelo produto dos elementos de G. Sao dadas

x | A|B|C|D|E|F
Al A|B D F
B C E

c|C B D
D|\D|F C|B
E | E B C
F|F|E C|B

a tdbua do grupo e as matrizes do conjunto, determine:

a) Complete a tabua do grupo;
b) Calcule B® e D* ;
c) Calcule a ordem de E;

d) Determine todos os elementos de ordem 2.

(5) Seja {G,*} um grupo com 4 elementos, G = {a,b,c,d}, sequndo a operagio *. Se a tibua

do grupo € :
*lalb|lcl|d
alz|y|lalbd
bl z|lw|b|a
clalb|c|d
dic|la|d]|c

a) Determine a unidade do grupo;
b) Calcule x,y,z,w e verifiqgue se o grupo € comutativo ou ndao;
c) Determine a ordem dos elementos diferentes da unidade;

d) Encontre um subgrupo de G com exatamente 2 elementos.
(6) Seja P ={1,2,4,7,8,11,13,14} e % a operagdo do produto mddulo 15.

a) Mostre que *(4,7) =13 =173 ;
b Mostre que {P,*} € um grupo, sendo * a operag¢ao definida acima;
c) Utilize a tdbua do grupo, ou calcule diretamente, a ordem dos elementos 2,8,14 e 11 ;

d) Mostre que o conjunto H = {1,2,4,8} é um subgrupo de P.
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Os grupos de ordem até 5 sao abelianos. O menor grupo nao abeliano é o grupo das bijecoes
do conjunto {1,2,3}, também chamado de grupo das permutagoes de 1,2, 3, denotado por Ss.
Os grupos nao-abelianos sdo tao comuns, quanto os grupos abelianos, porém a propriedade
comutativa permite obter resultados mais gerais. Um subconjunto importante, para um grupo
G, é aquele formado pelos elementos do grupo que comutam entre si. Este conjunto é denominado

centro de G.

Definigao 3.3.4. Seja {G, x} um grupo. O subconjunto
{reG/gxx=x%xg,Vg € G}

¢ denominado centro de G, denotado por Z(G), os elementos de Z(G), sao chamados de centrais.

Observe que se um elemento é central, tal elemento pode sempre ser colocado, juntamente

com o sinal de =, no centro da igualdade.

Segundo a defini¢ao, se G é um grupo abeliano, entao G = Z(G), pois todos os elementos
de G comutam. Perguntamo-nos se o centro de um grupo é um subgrupo deste? Neste caso,
nossa pergunta é bastante geral, pois nao especifica o grupo considerado. Certamente Z(G) é o
subgrupo nao-proprio G, quando este é abeliano, mas resta analisar quando este nao é abeliano.
Podemos checar este subconjunto para o grupo Ss e verificar que Z(S3) = {e}, sendo e o neutro
do grupo, ou seja o Z(S3) é o subgrupo trivial. O préximo teorema auxilia na resposta aquela

questao.

Antes de enunciar o teorema, convém discutir a linguagem nele empregada. Quando dizemos
que certas condigoes sao equivalentes, estamos ressaltando o fato de poder afirmar a mesma coisa,
através de condigoes, aparentemente distintas. O termo matematico para essa equivaléncia, entre
outros, é a expressao "se, e somente se” (<). Assim quando dizemos que A, B, C' sdo equivalentes
significa: A < B < C. A prova de uma equivaléncia, deve considerar, portanto as condi¢oes =
(necessidade); e <= (suficiéncia). As vezes, em uma prova tipo A = B, pode ser mais conveniente
provar ~ B =~ A, em que ~ A denota a negacao da condicdo A. Um resultado, conhecido
em Ldgica, é que as duas implicagoes anteriores sdo equivalentes, assim provas (para a condicao
A = B) que levem & conclusdo ~ B = A, sdo conhecidas por ”provas por contradigdo”, pois
deveriamos concluir a necessidade para ~ A. A equivaléncia proposta a seguir A < B < C sera
demonstrada do seguinte modo:A = B; B < C;C = A. E um resultado da Légica de primeira

ordem, via tautologias, que a essa demonstracao equivale as condigoes A < B < C.

Teorema 3.3.5. Seja {G,*} um grupo e H C G, H um conjunto nao vazio. As sequintes

condi¢oes sdo equivalentes:

(i) H <G (H é subgrupo de G)

(ii) Va,be H=a+xbc H eVac H=a"'€ H
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(iii) Va,b € Hyaxb™ ' € H

Demonstragao. Devemos provar que (i) < (ii) < (iii), faremos isso em 4 passos:

(1)

(1) = (i), isto é, (i) é nossa hipdtese, portanto estamos assumindo que H < G, devemos
provar a tese (ii); se a,b € H, sendo este um subgrupo (aqui estamos usando a hipdtese),
entao * é operacao binaria H, portanto a x b € H, analogamente, se a € H, sendo H um

grupo, entdo a~ ! € H, pela propriedade do inverso.

(i) = (vi1): observe que a condigao (it) garante que para todo elemento de H, o inverso
desse elemento também estd em H; sejam a,b € H, (ii) = b~ € H . a,b"! € H .
axb-lecH.

(#4i) = (i1): inicialmente provemos que e € H, o elemento neutro de G, sendo H # (), 3a €

H, tomando-se a = b na condicdo (III), a,a € H = a*a~!

= e € H logo H contém
o elemento neutro; sejam e,a € H,(iii) = exa ' =a ' € H .a € H=a'!¢c H;
entdao a,b € H, (i4i) = b~' € H -.a,b™! € H,(iii) = a* (b")"L = axb € H, que sio as

condigoes de (i7). Este item e o anterior provaram que (ii) < (4ii) ocorre.

(791) = (i): com a hipdtese (iii), devemos provar que H < G. Sendo H C G, basta
provar que H é um grupo. O item anterior mostrou que Va,b € H = axb € H, logo * é
operagao bindria em H; no item anterior também provou-se que (iii) = e € H, portanto
H contém o elemento neutro; também mostrou-se que se @ € H = a~' € H, portanto H
satisfaz a propriedade do inverso; sendo H C G e * operacao bindria associativa em G,
que é operagao bindria em H, entdo pelo lema 2.3.2, % é associativa em H. Como {H,x}
é um conjunto, em que * é operacgao bindria em H, e estdo verificadas as propriedades:
associatividade, existéncia do neutro e propriedade do inverso, o subconjunto H C G é um

grupo, portanto um subgrupo de G.

Podemos responder a questao anterior, positivamente, em forma de proposicao.

Proposicao 3.3.6. Seja G um grupo e Z(G) o seu centro. Entio Z(G) < G.

Demonstracao. Inicialmente lembremos que Z(G) = {x € G/gx = zg,Vg € G}. Vamos

provar que a condicao (ii7) do teorema 3.3.5 ocorre. Por hipétese, Z(G) C G. Devemos garantir

que Z(G) é nao vazio; isso é verdade, pois e € G o neutro de G, é tal que eg = ge,Vg €

G ..
ag =

e € Z(G) = Z(G) # 0; provemos que Va,b € Z(G) = ab~! € Z(G), da hipétese
ga e bg = gb, para todo g € G; da condicao bg = gb, multiplicamos & esquerda por

b~L, entdo b=1(bg) = b 1(gb) = (b~1b)g = (b1g)b = g = (b~'g)b, multiplicamo & direita por
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b1, entdo gb=! = ((b='g)b)b~! = (b~ 'g)(bb~') = b~ lg, portanto b'g = gb~!; com esta trés
condicdes, temos o seguinte:(ab~!)g = a(b~'g) = a(gh™!) = (ag)b™! = (ga)b~! = g(ab™ 1),
portanto ab~! € Z(G), logo Z(G) satisfaz a condigao (iii) do teorema e portanto é um subgrupo
de G. O

O centralizador de um grupo, sendo um subgrupo, é ele préprio um grupo abeliano. Porém
nem todo subgrupo abeliano de um grupo estd contido no centralizador, veja por exemplo os

subgrupos ciclicos do grupo Ss, sdo abelianos; no entanto Z(S3) = {e}.

Dado um elemento g de um grupo G, se g € Z(G) entao Vx € G,gx = xg. Neste caso
dizemos que g é um elemento central. No entanto, se ¢ ¢ Z(G), com quais elementos de G
este elemento comuta? O conjunto formado por estes elementos dd uma idéia do quanto g é
nao central. Além disso, o centralizador Z(G) é um subconjunto deste conjunto. Isso motiva a

seguinte definicao.

Defini¢ao 3.3.7. Se G um grupo e g € G um elemento fizado. O conjunto {x € G/xg = gz}
dos elementos do grupo que comutam com o elemento g, € denominado centralizador de g em
G, denotado por Cy(G).

Para a proposicao que segue, afirmamos que o centralizador de um elemento num grupo que
o contém é um subgrupo deste; a prova é idéntica aquela apresentada para o centralizador. Para

reforcar a idéia repetimos a demonstracao, porém mais diretamente.

Proposigao 3.3.8. Seja G um grupo e g € G entio Cy(G) < G, isto €, o centralizador de g em
G € um subgrupo de G.

Demonstracdo. Seja e € G, o neutro, entdo e € Cy(G) .. Cy(G) # 0; sejam a,b € Cy(G) =
bg=gb. . b lg=gb"t = (ab1)g = a(b~tg) = a(ghb™!) = (ag)b™! = g(ab™!), logo pelo teorema
3.3.5, item (4i7), o conjunto Cy(G) C G é um subgrupo de G, isto é, Cy(G) < G. O

Uma propriedade importante, para os elementos que comutam, é a distributividade da
poténcia de seus fatores, lembrando que, dado um grupo G e f,g € G, eles comutam se
fg =gf .. f € Cg(G);9 € C¢(G). Veremos que o fato do centralizador ser um subgrupo

simplifica a demonstracao da préxima proposicao.

Proposigao 3.3.9. Seja G um grupo e f,g € G dois elementos que comutam, isto é, fg = gf.
Entao (fg)" = fg" = g"f",Vn € Z*.

Demonstracgiao. A prova é por inducio finita; se n = 1, (fg)' = fg = gf, portanto P(ng)

¢ verdadeira; supomos por hipdtese de inducao (HI) que seja verdadeiro para k € ZT, isto

é, (fg)¥ = fkgk = ¢g*f*. Vamos provar que o resultado é verdadeiro para k + 1:(fg)"+1 =



74 CAPITULO 3. INTRODUCAO A TEORIA DE GRUPOS

(f9)(f9)F = (f9)(ffg®) = (f9)(¢* f¥), nestas duas tltimas igualdades utilizamos a hipétese
de inducdo. Segundo a associatividade: (fg)(g*f*) = f(gg®)f* = fg**1f*, como observado
hé pouco, fg = gf = g € C¢(G), pela proposicao 3.3.8, C¢(G) é um subgrupo, portanto
g € C;(G) = gkl € C4(Q), entdao fghtifk = ghtlffk = ghtlfh+1: repetindo-se o procedi-
mento inicial, de uma forma adequada: (fg)(¢*f*) = (¢f)(f*g*) = gf**t'¢*, como f € Cy(G),
concluimos

HI : (fg)k — fkgk — gkfk = (fg)k+1 — fk-‘rlgk-i-l — gk-i-lfk-i-l7

portanto provamos por inducao finita a proposicao. ]

Coroldrio 3.3.10. Nas condigoes da proposi¢ao anterior, (fg)™ = fmg™ = g™ f™,Vm € Z.

Demonstracgiao. Se m = 0,Vz € G, 2" = e € G o neutro de G, portanto um elemento central.
Se m < 0, basta verificar que fg = gf = f~'g~!' = g~ 1 f~!, isso pode ser feito, multiplicando
a igualdade, repetidas vezes, pelos inversos de seus fatores, mas vamos provar isso utilizando o
fato que o C,(G) é um subgrupo; fg = gf = f € Cy(G) = flg=gf 1 =g € Cr1(G) =
g ' fh = fTlg7" Entao (fg)™ = ((fg)™) ™ = (¢ 'f )™ em < 0= —m >0, pela
proposicdo, substituindo f™!' = w;g7! = v;—m = n . f™ = (f71)™™ = u" apenas por

conveniéncia, (uv)” = ™" = v"u" = (fg)™ = fMg™ = g™ f™, Vm € Z. O

Vimos que dado um grupo G, se ocorre de h € Z(G), entdo h comuta com todo elemento
de G, em particular gh = hg .". h € C4(G), portanto Z(G) C C4(G),Vg € G, vejamos que essa
situacao é mais geral ainda, pemitindo-se determinar o centro de (G, a partir dos centralizadores

dos elementos de G.

Proposicao 3.3.11. Seja G um grupo e Z(G) o centralizador de G. Para todo g € G, denote
Cy(G) o centralizador de g em G. Entao

Z(G) = () C4(G)

geG

Demonstragao. Seja U = ﬂ Cy(G); lembrando do axioma A2, axioma da extensionalidade,

geG
devemos mostrar que Z(G) C U e U C Z(G); a primeira inclusao é imediata, pois z € Z(G)

implica que x é central, logo centraliza todos os elementos de G, portanto x € U = Z(G) C U.
Sejar e U =Vge Geg=gzr..g€ Z(G)..UC Z(G). Assim U = Z(G). O

Na proposicao acima, vimos que a intersecao dos centralizadores dos elementos de um grupo,
que sao subgrupos, resultam também em um subgrupo. Este fato pode ser generalizado, ou
seja, se H, K sao subgrupos de G, entao H N K é um subgrupo de G. No entanto isso nao é

verdade para a uniao H U K, pois se G = {e,a,b,c/o(a) = o(b) = o(c) = 2} o grupo de Klein,
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H =< a >; K =< b > sao subgrupos de G, porém L = HU K = {e,a,b} nao é subgrupo de G,

pois a,b € L, mas ab = c ¢ G, ou seja L nao satisfaz as condi¢oes do teorema 3.3.5.

Proposigao 3.3.12. Seja G um grupo e H, K < G. Entao HN K < G.

Demonstragao. A prova é imediata, a partir do teorema 3.3.5(¢ii). Sendo H, K < G = e €
UecK . ec HNK .  HNK # 0. Sejam a,b € HNK = a,b € H;a,b € K . ab~! €
H:ab™' € K = ab~! € HN K, portanto H N K é um subgupo de G. O

Existe um resultado importante para os subgrupos de um grupo finito, o teorema de La-
grange. Segundo o teorema, H < G = |H| | |G| , isto é, a ordem do subgrupo divide a ordem
do grupo. No capitulo 1 discutimos a divisibilidade entre nimeros inteiros, vamos recordar al-
guns pontos e definir certos conceitos, importantes para a compreensao do assunto subseqiiente.

A referéncia sobre este assunto é [7].

Exercicios 3.3.13. (1) Determine os subgrupos do grupo < i >, sendo i a unidade ima-

gindria, e do grupo de Klein.
(2) Determine todos os subgrupos do grupo G =< g >, sendo g um elemento de ordem 8.

(8) Prove que se G é um grupo abeliano, cujo elemento neutro € e, o subconjunto de G, dado

por H={g € G/g* = e} é um subgrupo de G.
(4) Mostre que se G é um grupo finito cujo neutro é e, entaoVg € G,3In € Z* | tal que,g" = e
(5) Seja {G,*} o grupo definido pelos elementos
G =1{1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13, 14,16, 17,18, 19, 21, 22, 23, 24},
cuja operagao *(m,n) = (mn)modss, o produto usual, mdédulo 25.

a) Determine a ordem dos elementos 6 e 7;

b) Sabendo-se que o(4) = 10, mostre que G é um grupo ciclico gerado pelo 2, isto ¢,

G=<2>;

c) Determine os subgrupos de G, que sdo gerados pelos elementos 6 e 7, isto €, < 6 > e
<T7>;

d) Mostre que G admite um elemento de ordem 2, em sequida mostre qual € esse elemento.
(6) Sejam A e B dois grupos com a sequinte tdbua:

a) Complete as tabelas para os elementos que faltam;

b) Determine f3 e f7;
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c) Lembrando que existem 2 grupos de ordem 6, explique se 0s grupos acima $Go 0s mes-

mos, mostrando se eles possuem as mesmas propriedades ou ndo.
(7) Seja G ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} e + € a operacio de soma mddulo 12.

a Mostre que o subconjunto {0,3,6,9} é um subgrupo de G;
b) Calcule a ordem dos elementos 4,7,6 e 8;

c) G contém algum subgrupo com 2 elementos? Qual?
(8) Seja G um grupo e ((G) = {g/g € G, gx = xg,Vz € G}.

a) Mostre que e € ((G) , sendo o elemento neutro de G;
b) h € ((G) = h~! € ((G);

c) a,be ((G)=abe ((G)

d) Prove que ((G) € um grupo;

e) Prove que ((G) é um subgrupo de G, que € abeliano.

eja G um grupo e H = {x € g/g~'xg = aVg € G, um subconjunto de G.Mostre que H ¢
um subconjunto de G.

(9) Determine ((G) para os sequintes grupos:

a) O grupo de Klein;
b) O grupo do exercicio 8;

c) O grupo do exercicio 7.
(10) Para o ezercicio anterior, construa a tdbua de ((G), em cada caso.

(11) Seja G um grupo e Ca(z) = {g/g € G,g9x = xzg}. Mostre que este conjunto é um grupo,
portanto um subgrupo de G.

(12) Para os grupos a sequir, determine o centralizador do elemento indicado:



3.3. NOCOES BASICAS DA TEORIA DOS GRUPOS 7

a) G = {(_1’_1)7 (_1’1)’ (1’_1)7 (1’1)};$ = (_17 1)7'

b) G={{(a,0),(i,i),(r;)}, {(a.0),(i,r),(r,1)}, {(a,i), (i,0), (r,r)}, {(a,9), (i), (r,0)}, {(a,7), (1,0), (r;0)},

{(a,r),(z’,a),(r,i)}};x:{(a,i),(i,a),(r,r)};
C) G = {_Z'>_j7_k7 _17i>jaka 1/Z] = k’,]k‘ = Z,kl :j,i2 :j2 = ]{72 = —1}, T =k.

(13) Seja G = {f : {1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6}/f € injetora}. Sabendo-se que {G,o} é
um grupo, sendo o : G X G — G a operagao bindria de composi¢cao de fungdo, isto €,
o(f,9) = fog e fog(x)=f(g9(x)) , determine:

a) O elemento © = h o g, sabendo-se que h(1) = 3;h(2) = 1;h(3) = 5;h(4) = 4;h(5) =
2;h(6) = Geg(1) = 4;9(2) = 3;9(3) = 5;9(4) = 6;9(5) = 2;9(6) = 1;

b) Calcule as ordens de h e x;

c) Determine h?*°

d) Determine o grupo ciclico < g >

(14) Prove que se G é um grupo abeliano, cujo elemento neutro € e, o subconjunto de G, dado

por H=1{g € G/g*> = e} é um subgrupo de G.

(15) Mostre que se G é um grupo finito cujo elemento neutro é e, entio VG € G,3In € ZT | tal

que,g” = e

(16) Sejam H e K dois subgrupos de G. Mostre que H N K € um subgrupo de G, porém isso

nao € verdade para o conjunto H U K, sugestdo: o grupo de Klein.

17) Seja H um subgrupo de G. Seja R : G — G , uma relagdo, tal que R(a) =b < ab™' € H.
(17) Sej g ]

Mostre que R € uma relacdo de equivaléncia.

(18) Seja G um grupo. Para g,h € G, defina [g,h] = ghg~'h™'. Prove que G é um grupo

abeliano se, e somente se, [g,h] = e, Vg,h € G, sendo e a unidade de G.

(19) Sejam H e K dois subgrupos de G. Prove que o conjunto H N K € um subconjunto de G,
que € um subgrupo, porém, H U K mem sempre ¢ um subgrupo. Nesse caso basta exibir um

contra-exemplo, mostrando porque isso € falso.

(20) Seja G um grupo e H = {x € G/gx = gz,Vg € G} , um subconjunto de G. Prove que H é

um subgrupo de G. No caso de G ser um grupo abeliano, o que podemos afirmar sobre H ?

(21) Prove que se g e h sao dois elementos de um grupo qualquer e o(g) = o(h) = o(gh) = 2,

entao eles comutam, isto €, gh = hg.
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3.3.2 Divisibilidade: Algumas Definicoes

Definicao 3.3.14. Sejam i,j € Z. Dizemos que i divide j, que denotamos por i | j, se Ik €
Z]j = ki, isto é se j é multiplo de i.

Se n € Z, seja Div(n) = {i € Z*/i|n} o conjunto dos divisores de n. Uma condigao para
que ocorra a divisibilidade é que i < |n|. Dai o conjunto Div(n) sempre admite um elemento
méximo, que é préprio |n|. Nas mesmas condigoes, seja Mult(n) = {k € Z" /n|k}, pelo mesmo
motivo, Vk € Mult(n),|n| < k, e o conjunto Mult(n) sempre admite elemento minimo, que é

|n|. Estas condigoes permitem a seguinte definicao.

Definigao 3.3.15. Sejam m,n € Z.

(i) Definimos d = mdc(m,n) :=mdx(Div(m) N Div(n));

(ii) Definimos m = mmec(m,n) :==min(Mult(m) N Multi(n),

respectivamente, o mdzimo divisor comum, mdc(m,n) e o minimo maltiplo comum mmec(m,n),

entre m,n. Se mdc(m,n) =1, m,n sdao relativamente primos.

H4a uma interessante aplicacao do mmc entre dois niimeros, em teoria de grupos, quando dois
elementos de ordem finita, digamos f, g, comutam. A demonstracdao que apresentamos utiliza
um fato que ficard evidente apds um resultado, que apresentamos mais a frente, sobre grupos

ciclicos. Os resultados a seguir auxiliam na compreensao deste fato.

Sabemos que 12|48, escrevendo 48 = 6 * 8, entdao 12|6 * 8, no entanto 12 { 6 ou 12 ¢t §;
observe que mdc(12,6) = 6;mdc(12,8) = 4. Portanto se i/mn nada se pode afirmar sobre as
divisibilidades i|m ou i|n. No entanto, se i é relativamente primo de um dos fatores, o teorema

de Euclides garante que ocorre a divisibilidade de ¢ com o outro fator.

Teorema 3.3.16 (Teorema de Euclides). Sejam m,n inteiros positivos se ilmn e mdc(i,n) = 1,

entao ilm.

Vamo-nos deter em aspectos particulares destas definigoes e resultados, uteis e importantes
para o que segue. Um deles refere-se a divisibilidade entre dois nimeros inteiros positivos. Se
m,n € Z e m{n, Ik € Z/m|kn, sendo k = m um dos possiveis inteiros, por exemplo, 42 1 144,
6 = mde(42,144) = 6]42;7 = % . 7 é o menor inteiro, tal que 42|7.144 . Nessas condigoes,

interessa-nos qual o menor inteiro k.

Lema 3.3.17. Sejam m,n mimeros inteiros positivos. Sem <n e d = mdc(m,n), entao k = "3

é 0 menor inteiro positivo, tal que m|kn.
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Demonstracao. Se d = mdc(m,n), entao d é um divisor de m, n; d|m;dln = m = mid;n = n1d
da condigao mlkn = myd|knid .. mi|kny, sendo mde(my,n1) = 1, pelo teorema de Euclides,

milk ..k =qmi,q € Z*, entdo k = m; = % é o menor inteiro que satisfaz aquela condigao. O

Lema 3.3.18. Seja G um grupo e g, h € G dois elementos de ordem finita, tal que gh = hg. Se

m € a ordem de gh, entao o(g) ‘ m.

Demonstragao. Sejam os grupos ciclicos < g > e < h >, com elemento neutro e, tais que
< g >N < h>={e}; sendo m a ordem de = = gh, entdao (gh)"™ = e, como gh = hg, pela
proposigao 3.3.9, (gh)™ = ¢gh™ = e, como a Unica poténcia comum é o elemento neutro, entao

g™ = h™ = e, portanto pela proposicao 3.1.5, entao o(g) | m. Se <x >N<y>#{e} O

Podemos, entao, enunciar e demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 3.3.19. Seja G um grupo e f,g € G, de ordens o(f) = i;0(g) = j finitas. Se

fg=gf =x, ou seja eles comutam entre si, entao o(x) = mmc(i,j).

Demonstracao. Seja m = mmc(i, ), entdo m é o menor inteiro, tal que, i/m e j|m, portanto,
m =iy = j.j1, dai, 2™ = (fg)™, pela proposigao 3.3.9, como fg = gf = (fg)™ = f™g™, logo
™ = fmgm = filigii = (fi1(gl)J1 = e, assim 2™ = e; pela proposicao 3.1.5 entdo o(x)|m.
Pela lema 3.3.18, o(z)|i, analogamente o(x)|j, pela minimalidade de m, sendo m o menor inteiro

com essa propriedade, entdao o(z) = m = mmc(i, j) O

Exercicios 3.3.20. (1) Seja g um elemento de ordem 5, verifique que existem apenas 5 poténcias

distintas de g.

(2) Seja
01 00
1 0 00
m =
0 001
0010

calcule a ordem multiplicativa de m e o grupo ciclico < m >.

(8) Para os elementos 0 < n < 18 , wverifique quais sao invertiveis pelo produto mddulo 18.

Em sequida calcule a ordem de cada elemento sequndo essa operacdo.

(4) Sejam os elementos 1,5,7,11,13,17,19,23. Verifique que estes sdo os unicos invertiveis
pelo produto modulo 24. Em sequida, a ordem de cada elemento e o grupo ciclico gerado

por este elemento.

(5) Prove que o grupo {0,1,2,...n — 1}, com a operagdo + mddulo n € um grupo ciclico.

Determine quais sdo os geradores desse grupo.
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(6) Seja H = {0,1,2,3,....m — 1} e * mddulo n a operagao de multiplicagio de H. Prove
que os invertiveis de H, sequndo essa operac¢do, sao os numeros 1 < u < n—1, tais que
MDC(n,u) = 1.

(7) Calcule a ordem dos invertiveis do exercicio anterior, pela operagao de produto, e prove

que os elementos invertiveis do exercicio anterior formam um grupo ciclico.

(8) Considere os nimeros menores que 30. Calcule o nimero de elementos invertiveis pela

opera¢do produto mdodulo 307

(9) Calcule a ordem do elemento 12, sequndo a operagdo + mddulo 18. Em seguida determine

o grupo ciclico gerado por este elemento, sequndo essa operacao.
(10) Calcule a ordem do elemento 7,11 e 23 segundo a operagdo * mddulo 30.
(11) Prove que se G é um grupo ciclico e x é um elemento de G, entdo:

a) Eziste g € G, tal que,G =< g> ex = ¢

Lo G . ,
b) o grupo ciclico gerado por g tem exatamente m elementos, isto €, | < x > | =
(€]
MDC(G,5)"

(12) Seja G o grupo gerado por 1, G =<1 >, sequndo a opera¢ao + mddulo 15.

a) Calcule a ordem de x =17 ey = 112;
b) Determine a poténcia x'? ;
c) Calcule o inverso de y?
(13) Mostre que os nimeros 1, 2, 8, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19, 21, 22, 23, 2/

sao todos escritos como alguma poténcia de 2 modulo 25.

(14) Seja G o grupo gerado por 1, G =<1 >, sequndo a opera¢do + mddulo 36.
a) Calcule a ordem de v = 110 e y = 116;
b) Sabendo-se que o(g) = 12 e o(h) = 9, determine o(g*1*) e o(h*1®)

c) Calcule os inversos de x e y?
d) Determine os valores possiveis para g e h.
(15) Calcule a ordem de 18 no grupo ciclico gerado por 1, com a opera¢ao soma mddulo 30.

Determine < 18 >, grupo ciclico gerado por 18, com essa operacdo. FExiste algum nimero

entre 0 e 29 cujo grupo ciclico tem o mesmo numero de elementos do grupo < 18 >? Qual?

(16) Dé exemplo de um grupo ciclico aditivo com 12 elementos, um grupo ciclico multiplicativo

com 6 elementos e um grupo que nao seja ciclico nem abeliano.
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(17) Seja G o grupo formado pelos niumeros naturais de 0 a 19, cuja operagdo do grupo seja +
modulo 20.

a) Determine o grupo H, formado pelos invertiveis do conjunto G, sequndo a operagdio *
modulo 20;

b) Prove se H € ou nao ciclico;

(18) Seja G o grupo formado pelos elementos {(1,1),(—1,—1),(1,—1),(=1,1)}, cuja operagao
x do grupo € dada por: x((i,7),(m,n)) = (im,jn), em que im e jn denotam o produto

usual.

a) Determine o elemento identidade de G, e calcule a ordem dos elementos de G;
b) Determine o subgrupo de G gerado pelo elemento (—1,—1);
c) Mostre que G € o grupo de Klein.

3.3.3 Grupos Ciclicos

Dado um grupo G, vimos que Vg € G, < g >< G, isto é, todo grupo ciclico, gerado pelos elemen-
tos de G, sao subgrupos de G. Dentre os possiveis subgrupos de um dado grupo, os subgrupos
que sao ciclicos devem ocorrer com freqiiéncia. Acrescente a este fato, a estrutura, relativamente
simples, de um grupo ciclico. Estes fatores, por sim mesmos, motivam o estudo detalhado dos
grupos ciclicos, que permitem obter resultados importantes para a teoria de grupos. O seguinte

resultado, permite obter todos os subgrupos de um grupo ciclico.

Proposicao 3.3.21. Se G ¢ um grupo ciclico finito, todo subgrupo de G € ciclico

Demonstracao. Seja H < G, sendo G ciclico 3g € G/G =< g >. Se H é o subgrupo
trivial, H = {e} = H =< e >, portanto H é ciclico. Se H é um subgrupo préprio de G,
Vhe H\{e} C G= In,0<n<o(g)/h =g", seja h a menor poténcia de g, nessas condigoes,
entdo H =< h >. De fato! seja h = ¢¥, sendo k a menor poténcia de G para o qual ¢* € H, basta
mostrar que qualquer elemento x € H é alguma poténcia de h, como = € G, x = ¢",0 < n < |G|,
por hipétese n < k, portanto, pelo teorema da divisao de Euclides, dq,r € Z,n = ¢k +r =
r=g" = gt = (¢*)1g" = ¢" = (¢*) "9z, portanto ¢g" € H, mas o teorema da divisdo garante
que 0 < r < k, logo » = 0, pela minimalidade de k, pois apenas as poténcias maiores ou iguais
a k, sdo elementos de H. Assim, como r = 0 = z = (¢*)9 = h? . 2 é uma poténcia de

h .. H =< h >, logo é um grupo ciclico. O

Segundo as defini¢oes e notagoes utilizadas, |G| é a ordem do grupo: o nimero de elementos
do conjunto G. Enquanto que o(g) denota a ordem do elemento: o menor expoente positivo

de g que é igual ao neutro do grupo. Se G é um grupo ciclico dg € G, tal que, G =< g >.
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Portanto, o(g) = |G/, isto é, a ordem do elemento g e a ordem do grupo G sao iguais. Dizer que
< g > possui uma estrutura simples, significa, entre outras coisas, que todo elemento do grupo
pode ser representado por uma poténcia do gerador g. Como vimos, propriedades como esta,
permite obter resultados do tipo < g > é um grupo abeliano, ou a proposicao acima. A seguir
vamos mostrar o teorema de Lagrange, para os grupos ciclicos finitos, utilizando, basicamente,

esta propriedade estrutural. Para isso precisamos de mais alguns resultados.

Se G é um grupo finito, e € G, a ordem do subgrupo < x > é a ordem do elemento x. Se
supomos que esse grupo G é ciclico, a determinacao da ordem de x depende somente da ordem
do gerador de G e da poténcia que representa x em termos desse gerador, mais precisamente,

temos o seguinte lema.

Lema 3.3.22. Seja < g > um grupo ciclico de ordem n. Se x €< g >, tal que, x = ¢', entdo

o(x) = de(n.d) coo(x) | n.

Demonstracao. Sendo z = ¢, duas condicdes excludentes ocorrem para a poténcia i: ou i | n
ou i f n. Se ocorre que iln = dq € Z/n = qi, afirmamos que, nessas condicoes, o(x) = g;
primeiramente verificamos que 29 = (¢")4 = ¢' = g9 = g" = e, pois n = o(g), sendo n = qi,
q = % é o menor inteiro positivo para o qual (r')? = e. Se ocorre a outra condicdo, isto é, i { n,
sendo i < n, pelo lema 3.3.17 se d = mdc(i,n), k = 5 # 1 é o menor inteiro, tal que i | kn,
portanto kn = gi, diante disso, afirmamos que o(z) = ¢, pois 29 = (¢°)7 = g% = g"" = (¢*)" = e,
pois g¥ € G, o(G) = n . (¢*)* = e. Mostramos que ¢ = an =L = #(n,i)’ e a minimalidade

de k, garante que ¢ é o menor inteiro, cujo ¢ = e, portanto o(x) = ¢. Da relagdo obtida,

n = mdc(n,i)o(z) . o(z) | n O

Corolario 3.3.23. Se G é um grupo ciclico e H < G, entdo |H]| ‘ |G|

Demonstracao. Se H < G, pelo teorema 3.3.21, concluimos que o subgrupo H ¢ ciclico,
portanto, gerado por algum elemento h € G/H =< h >, pelo lema anterior o(h) | |G|, sendo
o(h) = |H|, concluimos que |H| ‘ |G]. O

Como dissemos anteriormente, o corolario acima é valido para todo grupo finito e, mesmo
para os grupos infinitos existe um resultado andlogo. Este resultado é conhecido por Teorema
de Lagrange. O corolario, que é o caso particular dos gupos ciclicos, permite-nos concluir a
seguinte proposicao, que mostra em quais condigoes um grupo ciclico nao admite subgrupos nao

préprios, ou seja, os inicos subgrupos de G sao {e} e G, sendo e o neutro de G.

Teorema 3.3.24. Seja G um grupo ciclico finito. Se |G| € um nimero primo, entdo o grupo G

admite somente 08 subgrupos nao-proprios.
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Demonstracao. Nas condigoes do teorema, seja G um grupo de ordem prima, cujo elemento
neutro é e. Sendo G ciclico, se g € G \ {e}, pelo lema anterior, o(g) | |G|, sendo |G| = p, um
numero primo, seus divisores sdo 1 ou p, mas g # e, portanto o(g) = p = |G| = G. Segundo
a proposicao 3.3.21, todo subgrupo H < G é ciclico, portanto pelo corolario 3.3.23 |H| | |G| e,
pela primalidade de |G|, |H| = |G| .. H = G ou |H| =1 .. H = {e}, os grupos impréprio e

trivial, respectivamente. [l

Exercicios 3.3.25. (1) Seja G o grupo de Klein, isto é, G = {e,a,b,c}, em que e é o elemento

neutro e o(a) = o(b) = o(c) =2 . Prove que o grupo de Klein nao é um grupo ciclico.
(2) Seja G ={f,g,u,v,m,n} o conjunto das fungées bijetoras sobre {a,i,r}.
a) Mostre que G = {{(a,a), (i,%), (r,r)},{(a, ), (i, 7), (r,9)},{(a,i), (i, a), (r,7)},
{(a,4), (i,r), (r,a)}, {(a,7), (i,9), (r;a) }, {(a, ), (i, ), (r,4) } };

b) Seja o:G x G — G , a relagao bindria de composicao de fungoes. Construa a tdbua da

relacao e explique se o € uma operacdo bindria?

c) Prove que {G,o} é um grupo, sabendo-se que a operagio bindria de composicio de

funcgédes € associativa;
d) Determine |G| e explique se {G, o} é abeliano.
e) G é um grupo ciclico?
(3) Seja G ={0,1,2,3,4,5} e + mod6 : G x G — G , tal que, +mod(i,j) = (i + J)mod6, o
resto da divisao de i + j por 6.
a) Construa a tdbua da operagao e explique se é operagdo bindria
b) Mostre que {G,+mod6} é um grupo;
c) Determine |G| e verifique se é um grupo abeliano?
d) G é um grupo ciclico

(4) Compare a estrutura de {G,+mod6} e {G,o}, dos exercicios anteriores. item Prove que

subgrupos de grupos ciclicos sao ciclicos.

(5) Prove que todo grupo ciclico é abeliano. E verdade que todo grupo abeliano € ciclico? Se

for o caso, dé um exemplo de um grupo que seja abeliano, porém ndo seja ciclico.

(6) Mostre que se um elemento g tem ordem 2, entdo, g = g~ 1.

1

Reciprocamente, se um

elemento g = g~ entdo o(g) = 2.

1

(7) Seja g um elemento de ordem n, calcule g=*, em fungao de g e n.

(8) Para o grupo Ss, determine a ordem de seus elementos.
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(9) Mostre que os grupos de ordem 1;2 e 3 sao grupos ciclicos.

(10) Seja g um elemento de um grupo G. Se g™ = e, podemos afirmar que o(g) = m?

k:

(11) Seja o(g) = n e m|n, um divisor de n. Se n = km, mostre que se x = g™ entdo x e;

sey = g* entdo y™ = e. Nesse caso, podemos afirmar que o(z) =k e o(y) = m?
(12) Seja o(g) = n. Prove que ™ = eNx €< g >.
(13) Determine o grupo multiplicativo gerado pela unidade imagindria dos nimeros complexos.

(14) Seja em C, o conjunto dos niimeros complexos,x® = 1, a raiz quinta da unidade. Determine

o grupo multiplicativo gerado por x.
(15) Mostre que S3 ndao é um grupo ciclico.
(16) Verifique que Z,+ € um grupo ciclico gerado por 1 e infinito.

(17) Verifique que nZ = nj, talque,j € Z é um grupo aditivo. Mostre que o grupo ciclico aditivo

gerado por n € igual ao grupo nZ, isto €, nZ = < n >,+.

(18) Seja G um grupo, tal que todo elemento de G tenha ordem 2. Mostre que G € um grupo

abeliano.
(19) Mostre que se G é um grupo abeliano, entao Vg,h € G e n € Z,(gh)™ = g"h".

(20) Seja G um grupo abeliano. Mostre que Yg,h € G, se o(g) = m e o(h) = n, entio o(gh) =

MMC(m,n), o minimo maltiplo comum entre m e n.

(21) Seja G um grupo. E correto afirmar que se existem g,h € G, o(g) = m, olh) = n e
o(gh) > MMC(m,n), entao G nao € um grupo abeliano?

(22) E verdade que para um grupo qualquer e elementos g,h do grupo, o(gh)=o(hg)?

(23) E verdade que para um grupo qualquer e elementos g,h do grupo, o(g) = m, o(h) = n,
o(gh) > MMC(m,n)?

(24) Verifique para cada item, se a relagao dada é uma relagao bindria. Caso afirmativo,
verifigue se € uma operacdo bindria, caso megativo verifique se € uma funcdo. Lembre-se
que se afirmativo, devemos provar a afirmacdo, se negativo devemos exibir um exemplo

onde falha o critério verificado.

a) U : p({a, b, C}) X @({CL, b, C}) - p({a, b, C});U(A, B) = AUB

b) x: {1, ZLGE SLiYSY oy SUIVE SISy g SIS SV (4, 0) = uw, o

produto usual, sendo \/—1 =1 , a unidade imagindria;
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(25)

(26)

(27)

(28)

(29)
(30)
(31)

(32)

c) +~:{1,2} x{1,2} = {1,2};+(x,y) =z +y, a divisdo usual.

Seja G um grupo. Sabendo-se que Vg € G,0(g) | |G|, isto é, a ordem de qualquer elemento
do grupo € um numero que divide a ordem do G. Prove que se G € um grupo com 5

elementos, entao:

a) G € um grupo ciclico;
b) Os unicos subgrupos de G sao {e} e G, sendo e o elementos neutro do grupo.

c) Generalize este resultado para todo grupo cuja ordem é um nimero primo.
Seja {G,*} o grupo definido pelos elementos

G=1{1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14,16,17, 18,19, 21, 22, 23,24}
cuga operagao *(m,n) = (mn)modss, o produto usual, mdédulo 25.

a) Determine a ordem dos elementos 6 e 7;

b) Sabendo-se que o(4) = 10, mostre que G é um grupo ciclico gerado pelo 2, isto é,

G=<2>;
c) Determine os subgrupos de G, que sio gerados pelos elementos 6 e 7, isto €, < 6 > e
<7 >;

d) Mostre que G admite um elemento de ordem 2, em segquida mostre qual € esse elemento.

Seja G o grupo de Klein, isto €, G = {e,a,b,c}, em que e é o elemento neutro e o(a) =

o(b) = o(c) =2 . Prove que o grupo de Klein ndo é um grupo ciclico.

(ouTou8) Seja G =< g >, cuja ordem de g é 20. Se H é um subgrupo de G e |H| denota

a ordem de H, isto €, o numero de elementos de H. Determine:

a) Os possiveis valores de H;

b) Os elementos, como poténcias de g, de um subgrupo H de G, cuja ordem seja 4 e 10.
Prove que se G =< g >, entdo G € um grupo abeliano.

Verifique que o grupo G =< 4 > com a operacdo do produto modulo 25 € um grupo abeliano.
Mostre que os niumeros sao todos escritos como alguma poténcia de 2 mddulo 25.

Calcule a ordem de 12 no grupo ciclico gerado por 1, com a operacdo soma mddulo 30.

Determine < 12 >, grupo ciclico gerado por 12, com essa opera¢ao.

(83) Dé exemplo de um grupo ciclico aditivo com 12 elementos, um grupo ciclico multiplicativo

com 4 elementos e um grupo que ndao seja ciclico.
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(84) Seja G =< g >, cuja ordem de g € 20. Se H é um subgrupo de G e |H| denota a ordem

de H, isto €, o nimero de elementos de H. Determine:

a) Os possiveis valores de |H|;

b) Os elementos, como poténcias de g, de um subgrupo H de G, cuja ordem seja 4 e 10.

(35) Prove que se G =< g >, entdo G é um grupo abeliano.

(36) Abaizo € dada a tdbua do grupo G = {{a,b,c,d,e, f,g,h,i,j,k,1},*}:

*

ST - 0o Qo0 o 9

i

J
k
l

a) Identifique o elemento neutro e determine a ordem de cada elemento;
b) Ezplique se este grupo € ciclico ou nao;
c) Explique se existe um grupo ciclico de 4 elementos que seja subgrupo de G

d) Determine um subgrupo de 4 elementos que nao seja ciclico.
(37) Verifique que o grupo G =< 4 > com a operag¢do do produto mddulo 25 € um grupo abeliano.
(88) Mostre que os nimeros sao todos escritos como alguma poténcia de 2 mddulo 25.

(89) Calcule a ordem de 12 no grupo ciclico gerado por 1, com a opera¢ao soma mddulo 30.
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Determine < 12 >, grupo ciclico gerado por 12, com essa opera¢ao.

(40) Dé exemplo de um grupo ciclico aditivo com 12 elementos, um grupo ciclico multiplicativo

com 4 elementos e um grupo que ndao seja ciclico.

(41) Seja G o grupo formado pelos nimeros naturais de 0 a 23, cuja operagdo do grupo seja +

modulo 24.
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(42)

(43)

(44)

(45)

(46)
(47)
(48)
(49)

(50)
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a) Determine o grupo H, formado pelos invertiveis do conjunto G, sequndo a operagdao *

modulo 24;
b) Prove se H é ou nao ciclico.
Seja G o grupo formado pelos elementos {(1,1),(—1,-1),(1,—1),(=1,1)}, cuja operagao
x do grupo € dada por: *((i,7),(m,n)) = (im,jn), em que im e jn denotam o produto
usual.
a) Determine o elemento identidade de G, e calcule a ordem dos elementos de G;
b) Determine o subgrupo de G gerado pelo elemento (—1,—1);
c) Mostre que G nao € um grupo ciclico.
Verifigue que os elementos invertiveis da operacdo * modulo 9formam wm grupo. Em

sequida calcule a ordem de cada elemento do grupo e mostre que € um grupo ciclico. Exiba

um de seu geradores.

Lembrando que se G € um grupo finito e H < G , entdo a ordem de H divide a ordem de
G, determine 2 subgrupos, ndo triviais, do grupo < M >, sendo i° = —1 a unidade

imagindria, e todos os subgrupos do grupo de Klein, G = {1,a,b,c/a® = b*> = 2 = 1}

Seja G o grupo formado pelos elementos {1,—1,i,—1i,j,—j, k,—k}, tal que ij = k;jk =
i; ki = j;ji = —k,kj = —i;ik = —j. Calcule as poténcias de i e monte a tabua do grupo,

determinando a ordem de cada elemento do grupo e todos os subgrupos de G.
Mostre que o menor grupo nao ciclico € o grupo de Klein.

Dé exemplo de um grupo cuja operacao bindria nao seja comutativa.

Mostre que se G € um grupo ciclico, entdo todo subgrupo de G € ciclico.

Seja {G,*} o grupo definido pelos elementos G = {0,1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14} cuja
operagao +(m,n) = (m + n)modis, o produto usual, mddulo 15.

a) Determine a ordem dos elementos 6 e 7;

b) Mostre que G € um grupo ciclico gerado pelo 2, isto é, G =< 2 >;

c) Determine os subgrupos de G, que sio gerados pelos elementos 6 e 7, isto €, < 6 > e
<7 >;

d) Mostre que G ndo admite um elemento de ordem 2, mas admite um elemento de ordem

3. Em seguida determine esse elemento.

Seja G =< g >, cuja ordem de g é 24. Se H € um subgrupo de G e |H| denota a ordem

de H, isto €, o nimero de elementos de H. Determine:
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a) Os possiveis valores de H ;

b) Os elementos, como poténcias de g, de um subgrupo H de G, cuja ordem seja 6.
c) Um subgrupo de G de ordem /;

d) O grupo de Klein pode ser subgrupo de G? Justifique.

(51) Seja G um grupo qualquer e h € G . Prove que o conjunto C(h) = {g € G/gh = hg} € um
subgrupo de G.

3.3.4 O Grupo das permutacgoes e o Grupo dihedral

Um grupo de fundamental importancia em teoria de grupos é o grupo de permutacoes, tanto abs-
tratamente quanto pela riqueza de exemplos. Este tltimo motivo, é uma conseqiiéncia natural
de uma propriedade do grupo de permutacoes, conhecida por Teorema de Cayley. Essencial-
mente, este teorema afirma que todo grupo finito é isomorfo a um subgrupo de algum grupo de

permutacoes.

Nos exemplos anteriores, vimos que o conjunto das fungoes bijetoras sobre o conjunto {1, 2, 3},
com a operacao de composicao de fungoes, é um grupo. Este grupo é o grupo de permutacoes
de 3 elementos, e qualquer func¢ao bijetora sobre o conjunto {1,2,3} é uma permutagao desse

conjunto, tal funcdo permuta estes elementos.

Definigao 3.3.26. Seja X um conjunto nao vazio e f : X — X uma fungdo em X. Dizemos

que f € uma permutacao de X se f € uma fungdo injetora.

A partir daqui vamos considerar permutacoes sobre conjuntos finitos X, cujos elementos sao
os | X| primeiros inteiros positivos. A partir do conjunto X, podemos construir o conjuntos de
todas as permutagoes de X que representamos por S,, em que n = |X| denota o nimero de

elementos do conjunto. A seguinte definicao deixa precisa esta idéia.

Definigao 3.3.27. Seja X = {1,2,3,--- ,n} o conjunto dos n nimeros inteiros positivos e
consecutivos, a partir de 1. Dada uwma funcio o : X — X bijetora, dizemos que o € uma
permutagcao de X. Seja S, o conjunto de todas as permutacdes sobre o conjunto X e o :
Sp X Sy, — Sy a operagdo bindria de composi¢ao de fungdo. O conjunto {Sp,o} € um grupo,

denominado grupo das permutacdes dos n primeiros inteiros positivos.

Proposicao 3.3.28. Seja n um inteiro positivo, S, o conjunto de todas as permutacdes sobre
o conjunto X ={1,2,--- ,n} eo: S, xS, — S, arelagao bindria de composi¢ao de fun¢dio. O

conjunto {Sy,o} é um grupo de ordem n!.

Demonstracao. Inicialmente devemos provar que a relacao bindria é uma operacao bindaria.

Isso decorre do fato que a composicao de funcoes injetoras é uma funcao injetora, de fato, se



3.3. NOCOES BASICAS DA TEORIA DOS GRUPOS 89

f,g sao funcoes injetoras sobre X, entdao f o g é uma funcao sobre X; basta provar que se
flg(z)) =y e f(g(z)) = y entdo x = z, da igualdade temos f(g(x)) = f(g9(z)), sendo f uma
funcao injetora, ela preserva igualdades, portanto g(z) = g(z), sendo g injetora o mesmo ocorre,
logo x = z, portanto f o g é injetora e analogamente g o f € injetora, portanto fog e go f sao
permutacoes de X, logo fog,go f € 5y, isto é, o é uma operacao binaria. Devemos provar que
o é associativa: ou seja (fog)oh = fo(goh),este fato é geral para a composi¢ao de fungoes,
vamos prova-lo para relembrar a propriedade associativa: seja x € X, (fog)oh(x)=(fog)(h(z)),
h(z) € X . h(z) =y € X, entao (f o g)(h(z)) = fog(y)=f(9(y)) = f(9(h(z))), por definicao
g(h(x)) = goh(z), se denominamos a fungao goh = «, teremos g(h(x)) = a(z), logo f(g(h(x))) =
fla(@))=foa(x) = fo(goh)(z),logo (fog)oh(x) = f(g(h(x))) = fo(goh)(z), Vo € X, logo
(fog)oh= fo(goh) e portanto ocorre a propriedade associativa. Como vimos a funcao Idx,
funcao identidade em X, é o neutro, segundo a operagao binaria de composicao de fungoes, logo
satisfaz a propriedade de existéncia do elemento neutro; toda fungao bijetora admite inverso
segundo a operacao de composigao: a propriedade do inverso. Logo {Sj,o} é um grupo, cuja

ordem é n!, como visto no teorema 1.3.19. [l

Exemplo 3.3.29. (1) O grupo de permutacées de 1 elemento é o conjunto unitdrio da fung¢dao

identidade e : {1} — {1}, que € um grupo de ordem 1

(2) O grupo de permutacoes de 2 elementos € o conjunto das fungoes e,a : {1,2} — {1,2},
sendo e a funcao identidade e a(l) = 2;a(2) = 1.

(3) O grupo de permutacoes de 6 elementos tem 6! = 720 elementos, sendo e(l) = 1;e(2) =

2;...;e(6) =6, a funcgao identidade, o neutro desse conjunto.

A notacao utilizada para o grupo de permutacoes S, é porque este grupo também é de-
nominado de grupo das simetrias de grau n. O grupo S, é estudado no contexto da teoria
de representacao de grupos e muitos resultados importantes em teoria dos grupos sao obtidos
segundo o método de representacao de grupos. Nossa abordagem aqui, restringe-se a algumas
observacoes sobre este grupo, a notacao utilizada e as operacoes, que a partir dessa notacao
ficam mais simples. Portanto, os conceitos de composicao de func¢bes sao pré-requisito bésico

para estudo do S,,.

A ordem do grupo S, corresponde ao numero de funcdes bijetoras sobre um conjunto com n
elementos, portanto S,, = n!. Consideremos o grupo Sy, e a € Sy a permutagao: a(l) = 2;a(2) =
1;a(3) = 4; a(4) = 3, a é uma fungao bijetora sobre o conjunto {1, 2,3,4}. Se consideramos outra
permutacao B € Sy, essa pemutacao fica determinada de modo andlogo ao de «, isto é, definindo
para cada elemento do dominio a sua imagem, ou seja, 3(1) = 4;3(2) = 3;3(3) = 2; 5(4) = 1,
e assim ocorre com qualquer elemento de S,. O fato de, para um grupo de permutagcoes,

considerarmos fungoes sobre um mesmo dominio, permite notagoes mais simplificadas, de modo
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que as permutagoes «,  sao também denotadas por:

1 2 3 4 1 2 3 4
o= 0= ;
2 1 4 3 4 3 2 1
e dizemos, por exemplo, para permutacao 3, que 1 é levado em 4, 2 é levado em 3, e assim
sucesivamente. Tal notagao é econémica, pois permite identificar cada permutac¢ao com um nico
sinal de igualdade. No entanto, nao somente a escrita é sintética, como também as operacoes
entre as pemutagoes sao simplificadas.
Sendo «, 3 € S4, um grupo, oo 3 € Sy, seja tal permutagdo identificada por u = a o §;
de acordo com a definicao de composicao de fungoes, a funcao u estd determinada por u(i) =

a(B(i)), ou seja u(l) = a(B(1)) = a(4) = 3, esta mesma operacao pode ser feita, segundo a
notagao anterior, por:

1-4—-3..1—-3

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 . 2—3—4..2—4
af = = pois fazemos: ;
2 1 4 3 4 3 2 1 3 4 1 2 3—-2—-1-.3-1

4—-1—2-.4—2

e determinamos a permutacao pu. Podemos observar que, quando calculamos pela definicao
1w(2) = a(B(2)) = a(l) = 4, estamos realizando a seguinte seqiiéncia de associagoes: 2 — 1 — 4,
que compoe a associacdo 2 — 4, que representa a imagem pu(2) = 4. Devemos atentar que as
associagoes sao feitas partindo-se da iltima permutagao, para a primeira, pois essa é a convencao
a partir de nossa definicao de composigao de fungdes. O leitor interessado deve consultar outras

notacoes de composicao de fungoes, basicamente utilizadas em livros escritos em inglés.

Para a permutagdao o € Sy, é natural perguntarmo-nos qual é o inverso de a. No caso
das pemutagoes, como funcao bijetora, seu inverso é dado diretamente pela definicao de funcao
inversa, isto é, a(i) = j < a~!(j) = i. Utilizando a notagdo anterior, os inversos sdo obtidos

diretamente:

12 3 4 . 1 2 3 4 1 2 3 4 . 12 3 4
o= Sa = ;T = ST 0=
2 1 4 3 2 1 4 3 31 4 2 2 4 1 3

A permutagado « acima é igual a seu inverso, portanto o(a) = 2. A seguir apresentamos alguns

exemplos de produto, para calculo da ordem de uma permutacao

1 2 3 45

E lo 3.3.30. (1) Se a=
xemplo (1) Se a <24513

) € uma permutacdo de Ss, a ordem de o €

calculada pelas poténcias:
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a2_12345 12345\ (12345)
“\2 4 5 1 3 2 45 13) \41325])
5 1 2 3 45 1 2 3 45 1 2 3 4 5
o =T = — .
4 1 3 2 5 2 4 5 1 3 1 2 5 4 3 )
a4_a3a_12345 12345\ (12345)
~ \1 2 5 4 3 2 45 13) \24315)
s 4 1 2 3 45 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
o7 == — .
2 4 3 15 2 4 5 1 3 4 1 5 4 3 )
6 s 1 2 3 45 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
o’ =a’a= = =é€,
4 1 5 2 3 2 4 5 1 3 1 2 3 4 5

portanto o(a) = 6;

(2) Se o produto dos elementos abaizo sio pemutagoes do Sg:
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 123 456\ (123456
3456 1 2 2 3 45 6 1 516 24 3)] (243516
(8) O grupo Sy, é ndo abeliano, pois

1 2 3 4 12347&1234 1 2 3 4
3 2 41 2 31 4 2 31 4 32 4 1)

observamos que o primeiro produto fiza o nimero 3(3 — 1 — 3), enquanto o sequndo produto fixa

o nimero 1(1 -3 —1).

Exercicios 3.3.31.

3.3.5 Orbitas e O Ciclo de uma Permutacao

O grupo S, é uma fonte importante de exemplos para a teoria de grupos. Acima apresentamos
uma notacao que simplifica as operagoes do grupo, aqui nos referimos aquela notacao por notacao
funcional. A seguir definimos o conceito de ciclo, que sintetiza mais ainda a notacdo de uma

permutacao. Embora essa notacao seja natural, sua definicdo exige a seguinte proposicao.

Lema 3.3.32. Sejan € ZT e S, o grupo de permutacoes dos m primeiros nimeros inteiros

positivos. Para qualquer permutacdo o € Sy, a relagao

Co:{1,2,--- ,n—1,n} —{1,2,--- ;n—1,n}
Cula) =b, se Ik € Z,|k| < o(a) a ordem de «, tal que, o*(a) = b.

E uma relacdo de equivaléncia.
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Demonstracao. Basta verificar que a relagdo C, satisfaz as propriedades: 1) reflexiva, 2)
simétrica e 3) transitiva. Assim ocorre, pois se k = o(a) = o* = I o neutro de S, (a fungdo
identidade), portanto o*(a) = a .. a — a; se a — b, isto é, o*(a) = b, para algum inteiro k, tal
que, |k| < o(e), sendo a € S, em que S, é um grupo, existe o inverso de v e a ¥ (b) = a " b+ a,
e a relagio é simétrica; finalmente, seja a +— b e b — ¢, sejam of(a) = b;al(b) = ¢ entdo
c = al(b) = ol (a¥(a)) = o/**(a), pelo teorema da divisdo, [ + k = g(o(a)) + 7,0 < r < o(a),

portanto o’ (a) = ¢ .". a — ¢, ocorre a transitividade, logo C,, é uma relagao de equivaléncia. [

De acordo com a proposi¢ao 1.3.14, toda relagdo de equivaléncia em um conjunto A, define

uma particado do conjunto A. Seja n um inteiro positivo; a relacdo de equivaléncia R, sendo

a uma permutacao de S,,, define portanto uma partigao P, C p({1,--- ,n}). Ocorre que P, =
-~ . . 1 2 3 4
Pg nao implica que o = 3, por exemplo, se o, 3 € 94, tal que, o = s 9 4 1] B =

( i ; ‘:’ g ) , Py = {{1,3,4},{2}} = Py = {{1,4,3},{2}}, embora a(1) # B(1), isto 6,

o # 0.
A seguinte definicdo permite associar a cada permutacao «, do grupo de simetrias dos n

primeiros inteiros positivos, uma tnica representagao a partir da particao P,.

Definigao 3.3.33. Seja n um inteiro positivo e S, o grupo de simetrias dos inteiros positivos
menores ou iguais a n. Se a € S, € uma permutacdo e P, a particdo associada a relagao de

equivaléncia Ry, para qualquer inteiro 1 < i < n, associamos o objeto
(i al) o) - a*) ).

uma matriz linha denominada orbita de i, sendo k = |X| —1, tal que, X € P,, ei € X. A cada
elemento X € P, ei € X, associamos a orbita de i. A justaposicdo de todas as drbitas assim
obtidas, wma e somente uma para cada elemento da particao, € denominada ciclo da pemutacao
a, isto €, se P, = {X1,Xs, -, X;n}, entao

(i al) @) - k) ) (2 ala) () o afG2) ) (im alim) 02(m) o oM(im) )

Observamos que esta definicao, a primeira vista, possa parecer muito abstrata, no entanto os
exemplos podem mostrar que se trata de uma representacao natural de uma permutagdo. Além
disso, como veremos a seguir, hd uma simplificagdo tanto para denotar a pemutacdo, quanto
para fazer operagoes com as mesmas. Sugerimos ao leitor, apos familiarizar-se com a nocgao de
ciclo, que retome a definicdo acima e, para algumas permutacoes, construa os ciclos associados

a esta, segundo a definicao.

Enfatizamos, no entanto, o caso quando, para uma permutacdao o e X € P,, é um conjunto
unitério, isto é, | X| = 1, entao o ciclo correspondente a érbita dos elementos de X, tem apenas

um elemento, digamos x € X. Isso significa que este elemento fica fixado pela permutagao «, isto
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é, a(x) = x. Assim, os elementos que estao fixados por uma dada permutacao nao aparecem nos
ciclos, o que equivale a dizer que se um dado elemento nao aparece nos ciclos de uma permutacgao,

este elemento estd fixado.

Vimos que a relacao de equivaléncia, apresentada na proposi¢dao anterior, permutacoes dis-
tintas podem resultar em uma mesma particao. A definicdo acima, no entanto, garante que
permutagoes distintas estao associadas a ciclos distintos, ou seja, existe unicidade na decom-
posicao de uma permutagao em ciclos, e portanto essa representagao caracteriza a permutacao,
isto é, cada pemutacao estd associada a uma tnica representacao em ciclos e uma representacao

em ciclos determina uma tnica permutacao. A proposicao seguinte testemunha este fato.

Proposicao 3.3.34. Seja o uma permutagcdo do grupo S,. Entao, nas condicdes da definicdo
3.3.33

az(il ali) a2(i) - ak(il))(ig alis) a2(iz) - ak(zg))--v(zm alim)  o2(im) - ak(zm)).

A justaposicao das orbitas da permutacdo o, que como conjuntos sdo disjuntos. FE reciproca-

mente, dado um ciclo:
i ie e e B A e7t
11 12 13 (25 Jir J2 J3 Jkm ) 2Ty .

Fica determinada uma dnica permutacdo «, nas condig¢oes da definicdo 3.3.34.

Demonstragao. Seja o € S,,, de acordo com o lema 3.3.32, determinamos a particao P, as-
sociada a relacao de equivaléncia C,, sendo n finito, m = |P,| < n, isto é, a particdo tem no
maximo n elementos. Para cada elemento X € P,, determinamos a érbita de algum elemento
xr € X. A Justaposicao de todas essas Orbitas é o ciclo da permutacao «, vamos mostrar que
todas as imagens de « estdao representadas no ciclo da permutagao, na forma a(j) = ¢ com
1 < 14,j < n, sendo o uma funcéo bijetora, o ciclo a determina univocamente. De fato! Seja

a € Ae Oa) a érbita de a, entdo i = a%(a) para algum 1 < ¢ < |A| — 1. Se |4| = 1,

1 < i < n, sendo ¢ um elemento do dominio da relacao C,, dA € P,, tal que i € A, seja
entdo i estd fixado pela permutacio a .. a(i) = 4, sendo a? !(a) = jtal que 1 < j < n
~a(f) = a(ad™H(a) = o't (a) = al(a) = i, portanto a estd representada no ciclo, para
todo elemento de seu dominio, o que determina « de maneira tnica. Cada 6rbita do ciclo é
formada pelos elementos de uma classe da relacao de equivaléncia 3.3.32, que como conjuntos
sao disjuntos. Reciprocamente, dado um ciclo, seja n o maior inteiro nao fixado pelo ciclo, isto
é, o maior inteiro das 6rbitas do ciclo, definimos a : {1,2,--- ,n} — {1,--- ,n} a seguinte
aplicacdo: «(i) = i se i nao aparece em alguma 6rbita do ciclo; «(i) = j se i aparece em uma
das orbitas do ciclo, sendo j o elemento da érbita de ¢ que aparece imediatamente a direita de
i, ou o primeiro elemento da 6rbita de 7, se ¢ for o ultimo elemento dessa dérbita. A relagao «
¢ uma funcao: ocorre ou que 7 nao aparece em qualquer das Orbitas, ou cada 7 estd em uma

Unica érbita e aparece uma unica vez, logo tem um tnico elemento a direita, ou na primeira
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posicao, dependendo do caso, esta mesma condicdo garante que « é injetora, portanto é uma

permutagao, ou seja « € S,. U

A proposicao acima garante que dada uma permutacdo « podemos representd-la segundo a
definicao anterior em forma de um ciclo, reciprocamente, o ciclo caracteriza uma permutacao, isto
é, dado um conjunto de érbitas disjuntas e justapostas, existe uma inica permutacao associada

e este ciclo.
Exemplo 3.3.35. (1) See €S, € o elemento neutro, entao o ciclo correspondente é

=(1)(2) (a1 ()

ou seja todos os elementos estdo fixados, nesse caso, como nao hda ambigiidade, a identi-

dade ndao € expressa na forma de ciclos, sendo denotada simplesmente por e;
(2) Seja a € Ss, a permutacio a(l) = 3;a(2) = 2;(3) = 1, entdo a = ( 13 )

1 2 3 45 6 7 8
1 75 6 2 8 3 4

a=(2735)(16 s)

(4) Se o € Sg € representada pelo ciclo a = ( 15 ) ( 3 6 ), entdo a(l) = 5;a(2) = 2;a(3) =

6; a(4) = 4; a(5) = 1; (6) = 3 fica univocamente, de modo unico, determinada;

(3) Seja a € Sg, dada por o = ( ), cugo ciclo é:

p . ~ 1 2 3 4 5
(5) Sea€S5eoczcloa=(1 5 3 4 2),enta0a:
5 1 4 2 3

(6) Sea € S5, o cicloa = ( 4 2 1 5 3 ), define a mesma permutagao do exemplo anterior,
pois, de acordo com a definicdo os ciclos sdo formados por drbitas, e cada drbita, como
elemento de uma particdo € firada, unicamente, a partir dos elementos que a compéem.

Observe que nos dois casos temos:
1—55—33—44—2;2—1
ciclicamente.

Teorema 3.3.36. Se a, (3 € S, sdo ciclos disjuntos, isto €, os elementos que nao estdo fixados

por a devem estar firados por (3 e vice-versa, entdo af = Ba.

Demonstracao. Seja 1 < i < n, devemos mostrar que a3(i) = fa(i) ; se i estd fixado por «
e [, isto é a(i) =i = [(i), entdo a(B(7)) = a(i) =i = [(a(i)); se i ndo é fixado por «a, entao
a(i) = j # i, j estd na drbita de i, logo necessariamente j também nao é fixado por «, como

os ciclos sao disjuntos i,j devem estar fixados por (3, ou seja, 5(i) = i e 3(j) = j, portanto
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a(B(i)) = a(i) = j, e também [(a(i)) = B(j) = j. Analogamente ocorre para o caso em que
£ néao fixa i, portanto a(i) = i e a conclusdo é a mesma. Sendo estas as unicas possibilidades

Vi, 1 <7< n,logo af = fa e os ciclos comutam. O

Corolario 3.3.37. Se uma permutacao o estd escrita como um ciclo, cada orbita € disjunta,

portanto comuta com as demais orbitas.

Exemplo 3.3.38. (1) Sejam os ciclos a = (138)(257) e 8 = (46), entao a5 = (138)(257)(46) =
(46)(138)(257) = fa

(2) A pemutagio oo = (157)(2435) nao € um ciclo, pois as drbitas ndo sao disjuntas;

(8) a expressio (123258)(746) ndao representa uma permutagao, seqgundo as notagoes discutidas

até aqui, pois o primeiro termo desta nao € uma orbita;

(4) O ciclo o = (359)(12467) pode ser escrito de vdrias formas, entres elas: o = (12467)(359) =
(46712)(359) = (935)(12467) = (46712)(935);

(5) as permutacoes o = (13456)(872) e 5 = (45631)(872) sao ciclos, porém distintos pois tém
orbitas diferentes, em « a primeira drbita indica que 6 — 1, enquanto em 3 uma das
orbitas indica 6 — 3, ou seja a(6) =1 # 3 = ((6), portanto o # 3, embora como conjunto

as orbitas sejam as mesmas.
(6) Se o = (135)(7248) e 5 = (531)(2784), o produto
af = (135)(7248)(531)(2784) # Ba = (531)(2784)(135)(7248)
pois as orbitas permutadas ndo sao disjuntas, embora
af = (135)(7248)(531)(2784) = (135)(531)(7248)((2784),

pois as drbitas que foram permutadas sdo disjuntas. Além disso, tanto af quanto Ba ndo

sao ciclos.

Nos exemplos (2) e (6), vimos permutagoes escritas como justaposigao de érbitas, que nao
s8o ciclos, pois nao ocorre de serem 6rbitas disjuntas. A diferenga entre uma permutacao escrita
na forma de ciclo e os exemplos citados, é que dado um ciclo, a pemutacao fica univocamente
determinada, como visto na proposi¢ao 3.3.34, porém no exemplo (2) ocorre 1 — 5 e 3 — 5,
que violaria a condicdo de injetividade da permutacao. Veremos que neste caso trata-se do
produto de dois ciclos, ou seja o produto de duas permutagoes, digamos A = (157) e u = (2435).
Como vimos, no final da se¢do anterior, podemos calcular o produto Ay que é uma permutacao,
digamos o = Ay, por exemplo na forma de composigao de fungoes, isto é o (i) = A\u(i) = A(u(i)),
assim o(3) = AMu(3)) = A(5) = 7. Procedendo-se dessa forma e supondo que A, u,0 € Sg,

determinamos o = (152437), verifique. A seguir discutimos a operagao entre ciclos nao disjuntos.
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Se a e 3 sao dois ciclos nao disjuntos, devemos fazer as operacoes entre as orbitas que,
como vimos na proposicao 3.3.34, representam permutacoes e portanto podemos fazer o produto
usual duas a duas, reduzindo cada par de érbitas em permutacoes, eventualmente sobrando uma
orbita, quando o ntmero de érbitas for impar, que por si mesma é uma permutacao. Teremos o
produto de permutacoes, que sendo uma permutacgao, pela proposicao 3.3.34 € a justaposicao de
orbitas disjuntas, ou seja o resultado é um ciclo. Mas como garantir que isso sempre ocorre, isto
é, dadas orbitas quaiquer podemos reduzi-las a orbitas disjuntas. Este é o contetido do seguinte

teorema, que provamos a partir da seguinte proposicao:

Proposigao 3.3.39. Dadas m orbitas, com m > 1, o produto destas orbitas € uma permutacdo

do grupo das simetrias S,.

Demonstragao. Vamos utilizar indugdo em m o nimero de 6rbitas. Se m = 2, o primeiro
passo de inducao, cada érbita, tomada como um ciclo, pode representar uma permutacao de
Sn, segundo a proposicao 3.3.34, sendo suficiente tomar n como o maior inteiro nao fixado pelas
duas orbitas. Portanto o produto é uma permutacao de S,. Supomos por hipdtese de inducao
que o teorema vale para k érbitas, isto é, o produto de k drbitas é uma permutacgéo de S, para
algum inteiro positivo n. Devemos provar entao que o teorema serd valido para k+1 érbitas. De
fato, dadas k + 1 dérbitas, seja G a permutacao associada a dltima érbita, que é uma pemutacao
de S, sendo [ o maior inteiro nao fixado da orbita de (3, teremos entao o produto de k drbitas,
com a orbita «, por hipétese de indugao as k orbitas é uma permutagdao a € S, sendo n o
maior inteiro nao fixado pelas k primeiras érbitas. Assim af € Sj, sendo j = méax{l,n}, é a
permutacao que representa o produto de k + 1 érbitas, logo estd provado por indugao finita

que o produto de m érbitas é uma permutacao de .Sj. ]

Teorema 3.3.40. Seja o produto de m > 1 orbitas
(i1 iy i3 ik >"'(j1 J2 03 0 Jkm ),xyeZ+

Podemos sempre escrever este produto na forma de ciclos disjuntos.

Demonstragao. Pela proposicao anterior o produto de m oOrbitas é uma permutacao a € Sy,
para algum inteiro positivo n, pela proposicao 3.3.34 « é escrito na forma de ciclo, que é a

justaposicao de érbitas disjuntas. O

A presente secao contribui tanto para o desenvolvimento tedrico do grupo de simetrias, quanto
a pratica para o calculo, entre outros, do produto de duas permutaces. A proposicao mostra
que podemos ir reduzindo as Orbitas a permutagoes e fazer o produto dessas permutacoes. No
entanto a realiacao dessas contas fica bastante tediosa e acaba por nao utilizar a notacao de ciclo

que estamos discutindo. Uma vez que garantimos que o produto de ciclos, vistos como érbitas,
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resulta sempre em um ciclo, ou érbitas disjuntas, temos garantias que podemos manter a notacao
de ciclo para essas operacoes. Lembrando que cada ciclo pode ser associado a uma permutacao e
que o produto de permutagdes é a composicao destas como funcdo, que segundo nossa definicao
inverte a ordem dos célculos, isto é, se desejamos calcular « o (3(i), inicialmente calculamos
B(i) = j e posteriormente calculamos «(j), ou seja hd uma inversdo da ordem em que aparece
os termos da composicao. Assim, se desejamos efetuar o produto de m, com m > 1, érbitas,
podemos tratar cada orbita como se fosse um ciclo, teremos entao m permutacoes associadas
a cada ciclo, determinamos n o maior inteiro nao fixado pelos ciclos e calculamos, para cada
inteiro 7, 1 < i < n, a composicao das permutacoes, iniciando pela ultima, até chegar a primeira
permutagao, isto é, se aj---q,, sdo as m permutagoes associadas a cada ciclo, para cada 1,
calculamos
U (1) = s Q=1 (im) = Im—1 - 01 (i2) = i1 .. 0 — 1,

isto é o ciclo equivalente ao produto dos m ciclos é tal que ¢ e 71 estdo na mesma Orbita e caso
sejam distintos, i1 deve estar imediatamente a direita de i. Este mesmo processo pode ser feito,

utilizando diretamente os ciclos do seguinte modo:
L= gy = 1 >+ 2 lg > 0 LT 0.

Fazemos isso para i, 1 < i < n, obtendo o ciclo que representa o produto. Os exemplos a seguir

mostram este processo.

Exemplo 3.3.41. (1) (157)(2435), fazemos os cdlculos para 1 < i < 7, a3 = (157), ag =
(2435), 1 esta firo em g, logo as(1l) = 1;1(1) = 5 . 1 — 5, poderiamos diretamente
fazer 1 — 15 .1+~ 5, assim sucessivamente 2+—4+—4 . 2+— 4, 3—5—T7.-.3—7;
os demais sdo feitos de forma andloga e obtemos 4 — 3; 5 +— 2; 6 — 6; 7 +— 1. A
partir dai contruimos as drbitas (1524371) = (152437) observe que o iltimo elemento de

qualquer orbita estd sempre associado ao primeiro elemento da orbita, por isso a peniltima
igualdade nao € necessdria. Ou seja (157)(2435) = (152437)

(2) (13456)(872)(45631)(872), devemos determinar as imagens de 1 <i < 8. Assim

1—1—4—4—5 125
28— 8—T—T7".2—T,
3—3—1—1—3..3—3;
4—4+—5+—5+—6. .4+ 6;
d9—=b5—=6—6—1".5—1;
6—6—3—3—4..6— 4;
T—2—2—8—8 .7+ 8§;
8—T—T7T—2—2 .82

Observe que o ciclo correspondente fixa o nimero 3, podemos determinar o ciclo (15)(278)(46),
isto € (13456)(872)(45631)(872) = (15)(278)(46), que de fato € um ciclo;
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(8) O exemplo anterior, do produto de 4 ciclos, ndo € um ciclo, pois as orbitas nao sao dis-
juntas. Podemos checar que os ciclos nao comutam, isto é, (45631)(872)(13456)(872) =
(278)(35)(46) # (15)(278)(46) = (13456)(872)(45631)(872);

(4) (123)(346)(6214)(1542)(245), devemos avaliar 5 permutagoes nos nimeros 1 < i < 6, ou

seja 30 atribuicoes:

1l—1—5—5—5—5"
24—2—1—1—2_
3—3—3—3—4—4
A1
52— 1—4+—6+—6 .

4+—5—4+—6—3—1_

1+—5;
2 2;
34

5 +— 6.

Observe que, seqgundo a propriedade da permutacdo, jd podemos prever que 6 — 3, de fato,
verificamos que 6 — 6 +— 6 +— 2 +— 2 +— 3 . 6 — 3. Dai (123)(346)(6214)(1542)(245) =

(15634);

(5) A notagao de ciclo permite escrever uma permutagao sem a necessidade de muitas igualda-

Exercicios 3.3.42.

(2)

des, como no caso funcional ou como imagem de seu dominio. Entdo, no caso S3, em que

€Sy f)=2F(2)=3,f(3) =1 ou f = (

1 2

portanto Ss = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}.

2 31

3
>, a notagao de ciclo € f = (123),

(1) Para os sequintes elementos e seus respectivos grupos, represente o

elemento nas formas: funcional, em notagdo padrao (primeira linha:dominio;sequnda li-

nha:imagem), ou ciclo, conforme o caso:

a) 0 € Sg,0(1) =8;0(2) =6;0(6) = 1;0(8) =2 e a identidade para os demais elementos,

isto é, o(x) = x,x{1,2,6,8};

b) o € S5,0 = (12345); 7 € S7,7 = (36)(415);

c)
123456789

481369257

|

Sejam dados os sequintes elementos

12 3 4 5 6
31 45 6 2

a) Calcule os produtos To;07; 7203 uo?; 0~

1
2

|

do grupo Sg, 0 grupo

2

T; o lro

1234567 |
3517264

[ 12345
=

| 45123

de permutacoes de 6 elementos:

=

6 (1 2 3 4 5 6
5 (524316

b) Escreva os elementos acima, bem como os produtos obtidos na forma de ciclos;

c) Determine o(o);o0(7%);0(u=1);

d) Calcule as poténcias o' 78

210
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(3) Sejam dados os sequintes elementos do grupo Sg, o grupo de permutacoes de 6 elementos:

1 2 3 45 6 1 23 45 6 1 23 45 6
o= 3T ;
5 3 41 6 2 5 6 1 3 4 2 a 6 5 3 2 4 1

2 1

a) Calcule os produtos 7o, 01,720, po?, 021,010

b) Escreva os elementos acima, bem como os produtos obtidos na forma de ciclos;

c) Determine o(o);o(72);0(u™t) ;

d) Calcule as poténcias o*%0; 78 1,210,

1 23 45 6 7 1 23 45 6 7
(4) Sejam os elementos do S7: o = =0 = .
36 475 21 376 41 25

Determine:

a) Os elementos o, i na forma de ciclos;
b) Calcule os produtos op e op e explique se Sy € um grupo abeliano

c) A poténcia u*3"

d) O inverso de o, isto €, o~ L.

(5) Sejam dados os sequintes elementos do grupo Sg, o grupo de permutacoes de 6 elementos:

1 23 45 6 1 23 45 6 1 23 45 6
31 45 6 2 241 3 6 5 " 5 2 4 3 16

a) Calcule os produtos To;07;7%0; uo?; 0210 170,

b) Escreva os elementos acima, bem como os produtos obtidos na forma de ciclos;

c) Determine o(o);o0(7?);0(u™1);

100;7_85. 210

d) Calcule as poténcias o L

Vamos discutir um subgrupo do grupo S, que tem tanto uma interpretagao algébrica, quanto

geométrica, denominado Grupo Diehdral.

3.3.6 Grupo Dihedral

O grupo diehdral é um dos objetos matematicos que, embora seja definido formalmente como
um grupo, pode ser também compreendido geometricamente, nao somente pela forma e posicao
de seus elementos, mas também segundo a operacao binaria definida sobre seu conjunto. Um

aspecto importante é que todo grupo dihedral é subgrupo do grupo de permutacoes S,,, em que
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2n é exatamente a ordem do grupo dihedral, isto é, 2n representa o ntumero de elementos do
grupo dihedral. Inicialmente vamos discutir o grupo dihedral do ponto de vista geométrico, os
elementos desse grupo, podem ser interpretados como operacoes geométricas. Posteriormente,
discutimos a interpretacao algébrica do grupo dihedral, que, entre outras, estd relacionada com

a poténcia de um ntimero complexo.

Dado um objeto do plano cartesiano, por exemplo um segmento de reta com extremos A, B,
podemos definir dois tipos de operacao para esse objeto: uma translacdo ou uma rotacao. Para
o grupo dihedral interessa-nos a operacao de rotacgao, e esta operacgao fica bem definida, isto é,
sempre podemos aplica-la sem ambigiiidades, conhecendo-se o angulo 6 de rotacao, o sentido da
rotacao: hordrio ou anti-horédrio e o ponto de referéncia para a rotagao, ou centro de rotagao.
Por convencao o angulo de rotacao 6 serd medido a partir do eixo das abscissas, no sentido
anti-horario e a partir da semi-reta que liga o ponto a ser rotacionado até a origem, ou seja a
origem € o centro de rotacao. Observe que neste caso nao se define rotacao para o ponto da

origem, pois a semi-reta, neste caso, nao esta definida.

Por exemplo, seja a semi-reta definida pelos pontos A = (—1,0); B = (0,1), a rotagao 6 = 7
do ponto A, transforma o ponto A num ponto A" = (1,0) e o ponto B é transformado no
ponto B’ = (—1,0). Isto ocorre pois estamos considerando a semi-reta AB, como um conjunto
de pontos alinhados com seus extremos e portanto se o ponto A sofre uma rotacao, todos os
pontos de semi-reta, exceto a origem, sofrem a mesma rotacao. Existem rotacoes nao nulas,
0 = (2n + 1)m,n € Z, que permutam os pontos A e B, mas nao alteram a figura original. Por

figura original entendemos a figura plana inicial ou de referéncia.

Considere um triangulo de vértices A, B, C, centrado na origem, isto é, a origem é o circuns-
centro desse triangulo, o centro da circunferéncia que passa pelos vértices do triangulo. Sejam
A =(1,0);B=(0,1),C = (—1,0) os vértices de um triangulo retangulo em B, de catetos me-
dindo v/2 e hipotenusa 2, cuja origem é o circunscentro do tridngulo, verifique! Seja uma rotacao
0 = w do ponto A. Considerando que o triangulo mantenha sua forma, os pontos se transformam
da seguinte maneira: A’ = (—1,0); B’ = (0, —1); C' = (1,0), ou seja o triangulo retangulo ABC
cujo vértice B encontrava-se acima da origem foi transformado no triangulo retangulo A’B'C’,
cujo vértice B’ é oposto ao vértice B, ou seja todo vértice do triangulo é transformado em seu
oposto. Ainda neste caso, as Unicas rotagoes, ndo nulas, que ndo alteram a figura original, isto
é, o triangulo com o vértice oposto a hipotenusa sobre o eixo vertical e acima da origem, sao

para 6 = 2nm,n € Z, porém tais rotacoes mantém os vértices sempre na mesma posicao.
B

C'(—C A—>AI
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Temos dois exemplos de figuras planas, com uma diferenca fundamental entre eles, o primeiro
permuta pontos, sem alterar sua figura inicial, o segundo nunca permuta seus pontos, sem alterar

a figura original. Estamos interessados no primeiro caso.

Perguntamo-nos, existe algum triangulo, cujo circuncentro seja a origem, para o qual existem
rotagoes que permutem seus vértices, porém nao altere sua figura original? Podemos verificar
que todo triangulo eqiiilatero tem esta propriedade e qualquer angulo de rotacao da forma
0 =ng,n € Z e tal que 3 { n, permuta os vértices, sem mudar a figura original. Alguma reflexao
e chegamos ao seguinte fato: Todo poligono regular tem a propriedade de existirem angulos de

rotagdo nao nulos, que permutam os vértices e mantém a figura original.

A rotacdo, portanto, é uma transformacao no plano que para a classe dos poligonos, pode
permutar os pontos de seus vértices sem alterar a figura original do poligono. Uma outra
transformacao que tem esta mesma propriedade, porém nao é uma transformacao no plano, é a

reflexao.

A reflexao pode ser entendida como uma rotagdo, porém nao exatamente em torno de um
ponto, mas em torno de um eixo, denominado eixo de simetria, interessa-nos os eixos de simetria
que estejam no mesmo plano da figura e quando nos referirmos a eixo de simetria estamos

considerando somente aqueles que estao no mesmo plano da figura.

Por exemplo, o tridngulo eqiiilatero possui 3 eixos de simetria, definidos pelas retas que
passam pelos seus vértices e os pontos médios de seus lados opostos. Para o quadrado, um
poligono regular de 4 lados, os eixos de simetria sao determinados pelas retas que passam pelos
vértices oposto, isto é as duas diagonais, e pelas retas que passam pelos pontos médios dos lados

que sao paralelos, portanto 4 eixos de simetria.
T2

A

4

723 T12

T3

T<3-3

He

Vi

v,

Dada uma figura plana simétrica e um eixo de simetria s, existe uma transformacao para os

pontos da figura, que mantém fixos todos os pontos do eixo de simetria s e permuta todo ponto

da figura que é oposto em relacao a este eixo de simetria, mantendo a figura original.

Exemplo 3.3.43. (1) seja uma semi-reta centrada na origem e sobre o eizo das abscissas,
de extremos A, B. O eizo das ordenadas, que passa pela origem € unico eixo de simetria
plano da figura e a transformacdo em relacao a este eizo € idéntica a rotacao de 0 = .

Sendo este o unico caso em que rotagdo e reflexdo, diferentes da identidade, sdo as mesmas
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transformacades;

(2) Seja um triangulo eqiildtero de vértices A, B,C e My, Mp, Mc 0s pontos médios dos lados
opostos aos vértices indicados. A reta que passa pelos pontos A, My € o eizo de simetria
dos vértices B, C' e a transformacdo correspondente fixa o vértice A e permuta o vértice B
com o vértice C, de modo que A’ = A; B' = C; C' = B, e analogamente para os outros

dois eixos de simetria.

A seguir definimos o que discutimos anteriormente, para prosseguir a definicdo de grupo
diehdral.

Definicao 3.3.44. Dizemos que uma figura plana € um poligono regular, se a figura possui
n vértices, com n > 3, e 0s sequimentos determinados pelos vértices adjacentes sejam todos
congruentes. Dado um poligono reqular, consideramos este centrado na origem. Definimos uma
aplicacio p : R> — R? que a cada vértice A do poligono, associa o ponto A’ determinado pela
rotagao de A de um dangulo p = 27” Definimos uma aplicagdo Ty : R? — R2, sendo XY o eizo
de simetria determinado pelos pontos X,Y do poligono, que a todo vértice A do poligono associa
ou o préprio A se A é um ponto do eizo XY ou o ponto A’, o oposto do ponto A em relacdo ao

eizo de simetria XY .

Uma verificagao geométrica rapida mostra que a rotagao p definida acima nao altera a figura
inicial do poligono, embora permute todos seus vértices, nao fixando nenhum deles. Se aplicamos
novamente a rotacdo, isto é, p o p=p?, o mesmo ocorre, e assim para qualquer poténcia pk , com
1 <k < n. Porém a poténcia p™ é a menor das poténcias de p que fixa todos os vértices, isto é,

p"(A) = A, para qualquer vértice do poligono, ou seja, p™ é a fungao identidade.

Analogamente, a aplicacdo determinada pela reflexdao 7, para qualquer eixo de simetria do
poligono regular, fixa, no maximo 2 vértices do poligono e permuta os demais, mantendo a
figura inicial do poligono. Se aplicamos novamente a transformacio 7, isto é, 72, os pontos fixos
permanecem fixos, e os demais retornam a posicao de origem, pois a operacao de levar um ponto
a seu oposto, sempre resulta no mesmo ponto quando aplicada 2 vezes. Neste caso, 72(4) = A

ou seja a funcao identidade.

Estas observagoes levam as seguintes conclusoes: tanto a aplicagdo p, quanto a aplicacao
7, quando restritas ao conjunto de vértices de um poligono regular, permutam estes vértices,
sem alterar a figura do poligono. Qualquer composicdao entre a rotacdo p, e suas poténcias,
com as reflexdes Txy permuta os vértices, sem alterar a figura do poligono. Como as tunicas
operagoes que permutam os vértices, sem alterar a figura de um poligono sao as rotagoes e as
reflexoes, qualquer composicao entre elas resulta numa reflexdo ou em uma rotagao. Isto pode

ser enunciado em forma de proposicao:
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Proposicao 3.3.45. Dado um poligono regular de n vértices, existem no mdzrimo n rotacoes
distintas, que nao alteram a figura do poligono e permutam seus vértices e mo mdxrimo n re-
flexdes que, também, ndo alteram a forma do poligono e permutam seus vértices. Portanto hd

exatamente 2n transformagoes que nao alteram a figura do poligono e permutam seus vértices.

Demonstragao. Para um poligono regular centrado na origem, a posicao dos vértices fica
determinada a partir de um vértice de referéncia. Cada vértice pode ser identificado com um
nimero inteiro ¢, entre 1 e n, tomamos o vértice 1 como referéncia e o situamos no eixo positivo
das abscissas, entao cada vértice i determina um angulo de (i — 1)27”, entre a semireta definida
pela origem e por este vértice. Se para algum vértice j aplicamos uma rotagao 0 = k%’r, com
1 < k < n, entdo este vértice ird para a posicao [, sendo [ igual ao resto da divisao de (j + k)
por n, isto é, [ # j e 1 <[ < n, portanto a figura inicial do poligono nao muda, e todos
seus vértices sdo permutados, ocorre que tal rotacao corresponde & rotacdo p*, como existem n
vértices, devem existir, no minimo n rotacdes distintas, como as Unicas rotagoes que mantém a
figura inicial deve ser algum multiplo de 27“, existem exatamente n dessas rotagoes. As reflexoes,
dependem de n = 2k ou n = 2k + 1, ou seja, se n é par ou impar. Se n é impar, cada eixo de
simetria é determinado pela reta que liga um vértice ao ponto médio de seu lado oposto, como
hé n vértices, entdo hé n reflexées, o tinico vértice fixado é aquele que estd no eixo de simetria,
portanto sdo funcoes distintas. Se o numero de vértice é par, n = 2k, os eixos de simetria ou
sao retas determinadas pelos vértices opostos portanto k reflexoes, ou retas determinadas pelos
pontos médio dos lados opostos portanto k reflexdes, num total de 2k = n reflexdes. Como uma
rotagdo permuta qualquer vértice, se f é alguma rotagdo f(A) # A, para todo vértice A, no
caso de n = 2k + 1 se g é uma reflexdo, sempre ocorre que g(A) = A para um unico vértice,
logo f # g. Sen = 2k, e g é uma reflexdo que nao fixa nenhum vértice, sempre ocorre que
pelo menos dois vértices adjacentes sdo permutados, que sao exatamente os vértices do lado
cujo eixo de simetria passa pelo ponto médio, e portanto se fosse uma rotagao, o angulo deveria
ser 27” o que implicaria que somente os vértices adjacentes seriam permutados, mas a reflexao
permuta os vértices opostos pelo eixo de simetria, portanto f # ¢, entao hd 2n transformagoes

que permutam vértices e mantém a figura original. [l

Corolario 3.3.46. Seja D,, o conjunto de todas as rotagdes e reflexdes de um poligono regular

de n vértices, entdo a aplica¢io o : Dy, X Dy, — Dy, 2 (f,g) — fog € uma operagao bindria.

Demonstragao. A composicio das transformacgoes que permutam os vértices e mantém a figura
original, necessariamente deve manter a figura original. Pelo teorema h& exatamente 2n dessas
fungoes; como pela proposigao |D,,| = 2n, o conjunto D,, é o conjunto de todas as transformagoes

deste género, como f o g mantém a figura original, entao fog € D,. O

Proposigao 3.3.47. Seja p a rotacdo de um poligono de n wvértices de um dngulo p = %’T
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Entao o conjunto das rotagées do poligono, que ndo alteram a figura inicial, com a operacdo de

composicao de fungoes, determina um grupo ciclico de ordem n.

Demonstragao. Segundo a proposicao anterior, somente rotacoes de um angulo que seja multiplo
de %’r, nao alteram a figura original. Portanto héd n, dessas rotacoes. A transformacao correspon-
dente a n rotagoes corresponde a uma rotacao de 2w, portanto cada vértice A é transformado
nele mesmo, isto é, p"(A) = A . p" = I; a funcao identidade, que é o elemento neutro da
operagao de composigao de fungdes, logo o(p) = n, portanto < p > é um grupo ciclico de ordem
n. ]

O teorema a seguir pemite-nos definir o grupo diehdral. Em seguida, vamos construir o grupo

dihedral de menor ordem, isto é, o grupo de rotacoes e reflexdes de um triangulo eqiiilatero.

Teorema 3.3.48. Sejam D,, o conjunto de todas as rotagoes e reflexdes de um poligono reqular

de n vértices. O conjunto {Dy,,o} € um grupo de ordem |D,| = 2n.

Demonstragao. A demonstracdo segue a forma padrao, mas ja estd quase tudo feito. Pelo
corolario, a composicao de fungoes sobre D,, ¢ uma operacgao binaria. A composicao de fungoes
¢é sempre associativa, portanto a operagao bindria é associativa. Existe o elemento neutro, que
é a funcao identidade. Resta provar que todo elemento de u € D,, admite elemento inverso, de
fato! Se u é uma rotacdo, entdo u €< p >, portanto u = pF. 1 < k < n, u=! = p" %, logo u

2 -1

admite elemento inverso. Se u é uma reflexao, entdao u° é a identidade, portanto ©~* = u. Entao

o conjunto {D,,,o} é um grupo. O

Definicao 3.3.49. Seja D,, o conjunto das rotacoes e reflexées de um poligono reqular de n

vértices. O grupo {Dy,,o} é denominado grupo diehdral.

Exemplo 3.3.50. (1) Inicialmente identificamos os vértices do triangulo com os nimeros
1,2,3, marcados no sentido anti-hordrio, com os vértice 1 e 2 no quarto e terceiro qua-
drantes, respectivamente, e o vértice 3 sobre o eixo das ordenadas, conforme figura abaizo.
Segqundo a defini¢cdo a rotagdo p = %” A seguir, marcamos, no interior e no exterior do
triangulo, sua configuracao inicial , correspondente & posicao inicial dos vértices. Se apli-
camos uma rotagao p sobre o triangulo, p(i) = j significa que a rotagdo moveu o vértice
interno i do triangulo, indicado no interior do triangulo, para a posicao j do plano, fizada
e marcada externamente ao triangulo, como mostra a figura 3. Ou seja, p(1) = 2;p(2) =
3;p(3) = 1. Se aplicarmos outra rotacio p, teremos p?(1) = 3;p%(2) = 1;p%(3) = 2.
Finalmente, p*(1) = 1;p3(2) = (2);p*(3) = 3, estas sdo todas as rotagdes possiveis, mos-
trando que o(p) = 3. Para as reflexées ha 3 eizos de simetria. A primeira reflexdo
denominamos T, aquela que fiza o vértice 1, portanto (1) = 1;71(2) = 3;71(3) = 2,

sequndo a mesma notagao da rotagao, isto €, T(i) = j indica que o vértice interno i foi
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movido, pela reflexdo T para a posicao fiza do vértice externo j. Qutra reflexdo fixa o
vértice 2, seja esta T2, portanto T2(1) = 3;72(2) = 2;72(3) = 1, a terceira reflexio serd
m3(1) = 2;73(2) = 1;73(3) = 3. Podemos verificar que cada rotacio: p,p* e p> e cada
reflexdo: 11,7 e T3, sGo pemutacdes do S3. Como ocorrem 6 permutacoes distintas, que
sao os elementos do grupo D3, entdo D3 = S3, podemos entdao escrever cada rotacdo na
forma de ciclo, portanto p = (123);p* = (132);p% = ;71 = (23);72 = (13);73 = (12).
Observe que, por exemplo, o ciclo (132), significa a o vértice interno 1 foi deslocado para a
posicao fixa do vértice externo 3; que o vértice interno 3 foi deslocado para a posicao fiza
do vértice externo 2, e que o vértice interno 2 foi deslocado para a posicao fixa do vértice
externo 1, como mostra a figura a sequir. Portanto Ds = {e, (123), (132), (12),(13),(23)}
que € o grupo Ss.

2 2
2 1
R
e p
3 1 2 3
3 1 8 1
T2
A 2
T
R 4 ’ 3 9 1
( T1 T2 T3
2 1 1 3 3 2
/T \1\5’ 1 3 1 3 1

Analogamente, construimos o grupo D4, das reflexdes do quadrado. Observe, que neste
caso as reflexoes 7;, sao definidas tanto pelos pontos médios dos lados opostos 7; j, quanto

pelos vértices opostos T;, veja as figuras desta seccdo. Assim

Dy = {e, (1234), (13)(24), (1432), (24), (13), (12)(34), (14)(23)
P p? p3 T1 T2 T12 T23
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p = (123456)

p? = (135)(246)

p® = (14)(25)(36)
p* = (153)(264)
p° = (165432)

p’=e

71 = (26)(35)
75 = (13)(46)
73 = (24)(15)
12 = (12)(36)(45)
Ta3 = (23)(14)(56)

734 = (34)(25)(16)
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Se D, é o grupo dihedral do n-dgono e p = 7 uma rotagao que preserva a configuragao

inicial, o grupo ciclico < p > é subgrupo do grupo D,,. Considerando o plano complexo C,
geometricamente, este subgrupo representa as raizes da unidade, isto é, cada vértice do poligono
é uma raiz da equagao 2" = 1. No exemplo anterior o grupo < p > representa, geometricamente,

as solucdes da equacao =t = 1.

Os exemplos anteriores ilustram o significado geométrico do grupo dihedral. A operagao
entre os elementos do grupo dihedral, também tem uma interpretacdo geométrica. A seguir
exemplificamos algumas das operacoes do grupo Dg, as reflexoes e rotagoes de um hexagono
regular. Sejam o,u € Dg, observe que ou, segundo o conceito de composicao de fungoes,
significa que aplicamos a fungao o, sobre pu(i),i € {1,2,3,4,5,6}, veremos que geometricamente,
isto equivale a fixar a configuracdo equivalente & permutacéo u e aplicar a rotacao ou reflexao
o. Por exemplo o = (14)(25)(36) e u = (246)(135), opu significa fixar a rotagdo p e rotaciona-la

de um angulo de 180°, representado pela rotacio o.

(1) (153)(264)(26)(35) é a operacdo entre a rotacio p* e a reflexdo 71, ou seja, fixamos a

reflexdo 7 e a rotacionamos de %’r, ou 240Y;
2

2
3 1 3 1 7 = (26)(35)
o
— p* = (153)(264)
4 6 4 6
5 (153)(264)(26)(35) = (24)(15) = 73 5

(2) (26)(35)(153)(264), neste caso devemos fixar a rotagdo p* e aplicamos a reflexio 71, definida

pela ret2a que passa pelos vértices externos 1,4; 0

3 1 p* = (153)(264)

R 75 = (26)(35)

(26)(35)(153)(264) = (13)(46) = 7
(3) (13)(46)(23)(14)(56), fixa a reflexio 73 e aplica-se a reflexao 7;
3 1 3 1 a3 = (23)(14)(56)
= 5 = (13)(46)

5 (13)(46)(23)(14)(56) = (165432) 5
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(4) p*m34p, fixamos inicialmente a rotacdo p, aplicamos a reflexdo 734 e a este resultado a

rotacio p?;
¢ 2,0 2
3 1 ) 3 1
A
4 | 6 4 6
5 )

(135)(246)(34)(25)(16)(123456) = (26)(35)

Exercicios 3.3.51. (1) Monte a tdbua multiplicatica do grupo dihedral Ds
(2) Determine os grupos dihedrais:

a) D5;
b) Ds.

(8) Para os poligonos requlares a sequir, verifique quais deles, sequndo a notagao apresentada,

representa um elemento do grupo dihedral D,. Se for o caso, determine o elemento na

AA
o TeToTete:
SR

c) 5

forma de ciclos e sua ordem
2

(4) Sejam o,7 € D,, uma rota¢ao e uma simentria, respectivamente. Prove que ToT = o1

(5) Seja x € C, para as condigdes a sequir, considere G =< x >, o grupo ciclico gerado por x.

Determine |G| e sua representagio geométrica no plano:x® = i;X° = —1;2* = —i;20 =1;

(6) Seja A =1, 1%'\/3, A_T“/g} , sendo i a unidade imagindria. Responda:
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a) Sex: Ax A — A € a relagao bindria do produto usual, isto é, *(x,y) = xy, faca a

tabela da relagao *, verificando se € uma operacao bindria;
b) Represente os elementos do conjunto A no Plano Complezo;
c) Represente os elementos do conjunto A na forma polar;

d) Mostre que x € A= 2" € A,Vn € Z. (sugestao: utilize a relagao *).

14iv3 —14+iv3 1 Z1-iV3 1—1'\/3}
2 ) 2 ) ’ 2 ) .

(7) Repita o exercicio anterior, para o conjunto A = {1, 5

Definicao 3.3.52. Seja G um grupo. Se existem elementos p, T € G, tal que, todo elemento de
G € da forma p'tl,i,j € Z, entio dizemos que G é gerado pelos elementos p, T e representamos

isso por G =< p, T >.

Proposigao 3.3.53. Seja p a rotagao de um poligono de n < 3 vértices e T uma reflexdo desse

poligono, isto é, p,7 € D,,. Se o(p) =n e TpT = p~ L, entdo D, =< p,T >.

Demonstracao. Sendo o(p) = n, < p > é um grupo ciclico de ordem n. Obviamente < p >
é subgrupo de D,,. Para cada elemento do grupo < p >, isto é p’, com 1 < i < n, podemos
aplicar a reflexdo 7, de modo que 7; = p' o7 € D,,. Afirmamos que 7; ¢< p >. Com efeito,
2 = pirpit = plop!

grupo dihedral, quando n é impar, sao as reflexoes; caso n seja par, n = 2k, suponho que 7; nao

= e, portanto o(7;) = 2, mas os unicos elementos de ordem 2 de um

seja uma reflexdo, entdo 7; = p* = po7 ... 7 = pF~%, um absurdo, pois 7 é reflexdo por hipdtese.
Portanto 7; é uma reflexdo. H4& n rotacdes distintas p’, 1 < i < n, portanto ha n reflexdes 7;
distintas, entdo D,, C< p,7 >. Mas < p,7 > ={p'77 1 i,j € Z} =< p,7 >C D, pois D,, é um
grupo, logo D, =< p, 7 >. O

Exemplo 3.3.54. (1) O grupo D3 = {e, (123),(132), (12),(13),(23)}, seja o = (132) e 7 =
(12); < 0,7 >= D3, pois para as poténcias se o, aplicamos a reflexdo T, obtendo 6 ele-

mentos,g que sao do grupong.

2 1
Wi
e P
3 1 2
3 1 38 1
2 2 2 2
3 1 2 3
Wi Wi Wi
T1 73 T2 T1
2 1 3 2 1 3 2 1
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(2) O grupo < (13)(24), (12)(34) >, nao gera o grupo Dy, embora o = (13)(24) € uma rotagao
de Dy e pp = (12)(34) uma reflexio do grupo, porém o(c) = 2, enquanto que n = 4;

(3) O grup% < (1432), (12)(342) >= Dy, pois satgz'sfaz as condz’géesg do teorema;

2
e e e e
3 1 3 13 1 3 1 3 1
4 4 4
2 2 2 2 2
e e e e
3 1 3 1 3 1 3 13 1
4

Observe acima, que os elementos do grupo foram determinados geometricamente, aplicando-
se a rotagao o = (1432), sucessivamente para a identidade (a primeira linha da figura),
e sucessivamente para o reflexio T = (12)(34) (a segunda linha da figura). Pela figura,
podemos observar que a rota¢do o gira a figura no sentido hordrio. Uma outra forma de
determinar os elementos do grupo, seria calcular os produtos o171 < i < 4;1 < j < 2,
por exemplo ot = (1432)(12)(34) = (24) = 71; verifique, ainda, que geometricamente,

calculamos este elemento na sequnda linha da figura.
(4) O grupo < (12345), (123) > nao € o Ds, pois (123) ndo é uma reflexio deste grupo.

Proposigao 3.3.55. Seja n um inteiro positivo, n < 3. Entdo D, < S,. Além disso somente

ocorre a igualdade se n =3

Demonstracao. Basta provar que Jo,p € Sy, tal que o(c) = n, o(p) = 2 e pop = o~1, pois

nessas condigOes, pela proposicao 3.3.53, < o,u >=D,, .. D,, € S,,. Se n é da forma 2k + 1, os

0:<1 9 3 ... n);u=<2 n)(3 n—l)---("T‘l "T“)

satisfazem as condigoes. Se n = 2k, para o ciclo o, da condigao anterior, e

p=(2n)(3 n-1)(2-1 2+1)

isso também ocorre, portanto D,, é subgrupo de S,. Sendo |Ds,| = 2n e |S,| = n!, os grupos

ciclos

S, = D,, somente se 2n = n!, isto é n = 3. O

Exercicios 3.3.56. (1) Mostre que os elementos o = (13524), 5 = (23)(41) geram um grupo
dihedral, determinando qual a ordem desse grupo, seus elementos e um subgrupo nao trivial

deste grupo.
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(2) Mostre em que casos os elementos geram o grupo dihedral, e a ordem desse grupo.

b) p = (132),7 = (23)
c) p=(53142), 7 = (42)(51)
d) p = (135)(246), 7 = (13)(46)

a) p=(123),7 = (12)
(

e) p = (165432),7 = (26)(35)
f) p = (3572461), 7(34)(25)(16)
g) p=(4132),7 = (123)

h) p = (4132),7 = (14)(32)

(8) Determine todos os subgrupos dos grupos dihedrais: Ds, Dy, D5, Dg.

3.4 Classes Laterais e O Teorema de Lagrange

Dado um grupo {G,x*}, se ¢ € G, entdao g *x G={gxh : h € G}. Como vimos, no teorema
3.2.1, deve ocorrer que g * G = G,Vg € G. No entanto, se consideramos H < G, a condicao
g * H = H deve ocorrer se, e somente se, g € H. Dado um subgrupo H de um grupo G, os
conjuntos gH tém um papel importante na teoria de grupos. Tais conjuntos, quando agrupados
convenientemente, auxiliam na determinacgao de propriedades do grupo como: comutatividade,
a ordem dos possiveis subgrupos de um grupo finito, a particdo de um grupo infinito em um

numero finito de termos, entre outras propriedades.

Definicao 3.4.1. Seja G um grupo, H um subgrupo de G e g € G. O conjunto
gH ={gh : h € G}

€ denominado classe lateral a esquerda de H em G. Analogamente definimos o conjunto Hyg
pela classe lateral a direita de G. O conjunto Sqg(H) = {gH : g € G} € o conjunto das classes
laterais a esquerda de H em G e o conjunto Dg(H) = {Hg : g € G} € o conjunto das classes
laterais a direita de H em G. Denotamos Cq(H) o conjunto das classes laterais de H em G,
isto €,

Cq(H) = Dg(H) U Sg(H).

Nas condictes da defini¢ao anterior, dado g € G, as classes laterais a esquerda e a direita
podem ser distintas, porém sao as mesmas se o grupo ¢ abeliano, verifique! Por exemplo, o
grupo S3 apresenta classes laterais distintas para o subgrupo H =< o >,0 € S3,0(0) = 2. Se
H = {e, (12)} para o elemento (13) € S3, a classe lateral a esquerda (13)H = {(13)e, (13)(12)} =
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{(13),(123)}, porém a classe lateal & direita H(13) = {e(13), (12)(13)} = {(13),(132)}, uma vez
que os ciclos (123) # (132), entao (13)H # H(13), isto é a classe lateral a direita e & esquerda
de (13) em H sao distintas.

Ocorre que mesmo os grupos nao-abelianos, como S3, podem apresentar, para um subgrupo
H as mesmas classes laterais, & esquerda e a direita. Por exemplo, se H =< o >,0 € S3,0(0) =
3. Isto é, H = {e, (123), (132)}, basta verificar para os elementos (12), (13), (32), pois os demais
sao elementos de H. Entao (12)H = {(12)e, (12)(123), (12)(132)} = {(12),(13),(32)} e H(12) =
{e(12), (123)(12), (132)(12)} = {(12),(13),(32)}, portanto (12)H = H(12), ocorrendo o mesmo
para os demais elementos. Os subgrupos com esta propriedade sao essenciais a teoria de grupos,
pois permite que a estrutura do grupo seja conhecida a partir destes grupos. A proxima secao

trata deste assunto.

A seguir vamos enunciar o teorema de Lagrange, que apresenta uma condi¢do necessaria
para que um conjunto seja subgrupo de um grupo finito. A seguinte proposicao auxilia na

demonstracao deste teorema.

Proposigao 3.4.2. Seja G um grupo e H um subgrupo finito de G. As classes laterais de H

em G tém a mesma cardinalidade.

Demonstracao. Seja g € G, |gH| < |H|, por conta da definigdo. Basta provar que |H| < |gH|.
Suponha, por contradicdo que isso nao ocorre, entao dh,k € H,h # k tal que gh = gk, pela
propriedade de G, g7! € G = g~!(gh) = g~'(gk), logo h = k, absurdo! Portanto |H| = |gH]|.
Analogamente ocorre |H| = |Hyg|. O

Esta proposicao permite-nos construir a seguinte relacao de equivaléncia.

Lema 3.4.3. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. A relagao

L: G - G
g +— h segh tecH.

E uma relacao de equivaléncia, cuja imagem de cada elemento g € a classe lateral a direita Hh

se, e somente se, g +— h.

Demonstracao. Basta verificar as propriedades: reflexiva, simétrica e transitiva. Reflexiva:

g +— g pois gg~'
elemento de H ¢ invertivel, logo (gh~!)~! € H, mas (gh=')~! = hg™!, portanto h +— g e a

= e € H. Simétrica: ¢ — h = gh™! € H, sendo H um subgrupo, todo

relacdo é simétrica. Transititva: se g — h;h — k, entdo gh™' e hk~! sdo elementos de H,
sendo este um subgrupo, gh~!(hk™!) = g(hh Y k™! = hk™! € H, logo g — k e a relacio é
simétrica. Logo L é uma relagdo de equivaléncia. Além disso, se por um lado, quando g — h,
entdo gh™' € H, isto é, Iz € H, tal que, gh™' = = = g = zh . ¢ € Hh; por outro lado se
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g € Hk, para algum k € G, entdo L(g) = k. Mas sendo L uma relacao de equivaléncia, nessas
condigbes, k € Hh, portanto L[g] = Hh, isto é, a classe Hh é o conjunto imagem de g, para
todo h € G, tal que L(g) = h. Reciprocamente, se L[g] = Hh, ou seja, a imagem e g é a classe
lateral Hh, sendo L uma relacao de equivaléncia, L(g) = g, propriedade reflexiva, portanto
gE€EHh  3xc Hg=xah. . x=gh™'cH,logo L(g) = h. O

Sabemos, pela proposicao 1.3.14, que uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto G
determina uma particaio P deste conjunto, sendo os elementos da particio P as classes de
equivaléncia da relagdo L, que s@o conjuntos disjuntos. Estes fatos, convenientemente encadeados

demonstram o seguinte teorema.

Teorema 3.4.4 (Teorema de Lagrange). Seja G um grupo finito. Se H é um subgrupo de G,
entio |H| | |G|.(lé-se a ordem de H divide a ordem de G)

Demonstragao. Seja
L: G —- G
g — h segh™'e€H,

L é uma relacao de equivaléncia, cujas classes de equivaléncia sao as classes laterais de H. pela
proposicao |Hh| = |H|, se Hh, Hk sao classes distintas, entdio Hh N Hk = (). Seja n o nimero
de classes laterais de H em G, entao o conjunto P das classes de equivaléncia coincide com o
conjunto de classes laterais, UHheth = @ ¢ a uniao disjunta, logo n = |P|; |G| = |UHh| =
> |Hh| = n|H]|, pois as classes tém o mesmo numero de elementos, logo |G| = n|H| portanto
[H| ]G] O

Existe um resultado importante do teorema de Lagrange para grupos finitos de ordem prima:

Corolario 3.4.5. Seja G um grupo de ordem prima, isto €, |G| = p um nimero primo. Entao

G € um grupo ciclico, cujos unicos subgrupos de G sao G e {e}.

Demonstracao. Seja g € G\ {e}, o grupo ciclico < g > é um subgrupo de G, nao trivial, pois
gE< g>=|<g>]|>2 peloteorema de lagrange | <g> ||| <G> |..|<g>|€{l,p}
mas | <G >|>2. . |<g>|=p=|G|; logo G é gerado por g € G, portanto um grupo ciclico;
Vg € G,0(9) = p = |G|, portanto se H < G, entao |H| | |G| ... |H| € {1,p} ou H = {e} ou
H = G, logo todo subgrupo de G é trivial. O

Como vimos, todo grupo ciclico é abeliano, logo se G é um grupo e p é um nimero primo,

entdo |G| = p = G é um grupo abeliano.

Exemplo 3.4.6. (1) O grupo Ss, cuja ordem € 6, nao possui subgrupos de ordem 4, pois 4 16.
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(2) Seja S, o grupo de n-permutacoes, dizemos que o € S, € uma permuta¢io par, se
o(i) —o(j) - . . ,
H T em que [[ denota o produtério dos elementos, € um nimero posi-
1<icj<n 0
tivo. Por exemplo, a permutag¢io o = (1452) € Sy € impar, pois

H o(i)—o(j)

—

0(1)—0(2))(70 D)=oB)(e(1)=c(4))(e(1)—0(5))(c(2)—0(3))(a(2)—0(4))(a(2)—a(5))(a(3) = (4))(o(3)=a(5))(c(4)—a(5)) __
(—2)0—3)(1—1)(1-5)(2-3) (2—4)(2-5) (1) 3—5) (1)

(

(4-1)(4—3)(4—5)(4—-2)(1-3)(1—5)(1-2)(3—5)(3—2)(5—2) __
E} ;E 351 1)(1-5)(2—3)(2—4)(2—5)(3—4)(3—5)(4—5)
(—

14+4)(1=5)(—243)(—24+4)(—245)(—=3+4)(3=5)(4— 5)
(1-2)(1—3)(1—4)(1-5)(2—3)(2—4)(2—5)(3—4)(3—5)(4—5)

D(-1)(-1)(-=1)(=1) = =1 ... o € émpar.

. - . 1) —o(g .
Definigao 3.4.7. Se o € S,,, definimos sgn(c) := H M o sinal de o
1<icj<n 0

O subconjunto A4, = {0 € S, : 0 é uma permutacao par} de S, é um subgrupo de S,
denominado subgrupo alternado de S,. Deixamos a prova dessa afirmacao como exercicio. A

seguinte proposicao mostra que o produto de duas permutagoes pares é uma permutacao par.
Proposicao 3.4.8. Seja X = {1,2,--- ,n} e Sym(X) := S,. As sequintes proposicées sdio
verdadeiras:
(1) Se aw € Sy, e a[X] = {a(l),a(2),--- ,a(n)}, entdo toda permutacio © € S, é uma pe-
mutagdo de Sym(a[X]). Ademais a permuta¢ao m em Sy, é a mesma em Sym(a[X]).

(2) O sinal sgn(a) € invariante sobre o grupo de permutagoes de n simbolos.

(3) Se a, B € S, entdo sgn(af) = sgn(a)sgn(f).

Demonstragao. (1) Sendo a permutagdo 7 uma funcdo injetora sobre X, como conjunto
X = a[X], logo 7 é uma permutagao de Sym(a[X]). Obviamente a permutagao m permuta

igualmente os elementos dos conjuntos X = a(X), logo é a mesma permutagao.

(2) Seja Y um conjunto e | X| =1|Y|=n #0. Se a: X — Y é injetora, entdo o € Sym(X),
pois para todo y € Y, existe z € X tal que y = a(x). Pelo item anterior a permutagao «

de X é a mesma de « de Y, logo tem o mesmo sinal.

(3) Sejam «, B € Sy; sgn(af) = H (B((®) - a(ﬁ((j)) Pelo item (1), a é permutagao

1<i<j<n i=J
de B[X], logo:

sonpp (@) =[] a(B((7) — a(B((9)) 11 (a(ﬁ((i))—a(ﬁ((j)))sgn(m (),

\<isi<n B(i) — B(F) 1<iZi<n i—J
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pois B(i)—((j) = W Daf, usando o fato que, em um produtério [ [, ;((A(i, 7) B(i, j)) =

sgn(B) € {1, —1} obtemos (x). Pelo item (2), sgn(a) = sgnx(a) = sgngx)(a), entao

sgnopg(e) = [ (2L =BGy, 5) = sgn(ap))sgn(s) = sgn(a),

P
1<i<j<n J

novamente sgn(f) = W logo sgn(af) = sgn(a)sgn(f).
U

Sendo ¢ € S,, uma permutacao ou par ou impar, entdo a classe lateral 0 A,, ou é o préprio A,,
quando o é par ou 0 A,, ¢ um conjunto de permutacoes impares, se o ¢ impar. Logo ha exatamente

2 classes laterais para A,. Sendo S, = A,UcA,, = |S,| = n! = |4,|+]|A,| . |[4,| = 2. Portanto

o subgrupo Ay < Sy é um grupo de ordem, [A4] = ¥ = 12. Embora 6 | 12 = |A4|, veremos

adiante que A4 nao possui subgrupo de ordem 6, ou seja se n | |G| ndo garantimos que exista

um subgrupo H < G, cuja ordem seja n, |H| = n.

Exercicios 3.4.9. (1) Seja V= {e,a,b,c}, o grupo de Klein. Determine a classe lateral do

subgrupo gerado por a. Este subgrupo, < a >, € um subgrupo normal?
(2) Dadas as pemutagoes abaizo, verifique se sao permutagoes pares ou impares:

a) a permutacao o = (12374) de Sy;
b) a permutacio o = (125)(643) de Se;
b) a pemutagao o = (13)(45)(28) de Sg.

(8) Prove todo ciclo da forma (ij) de Sy,, para 1 <1i,j < n;i # j € uma permutagdo impar.
(4) Prove que todo ciclo é o produto de 2-ciclos;

(5) Prove que o produto de duas permutacoes de mesma paridade € par e o produto de duas

permutacoes de paridades opostas € impar.
(6) Refaga o execicio 2, utilizando a representagdo de 2-ciclos para os ciclos da pemutagao.

(7) Prove que A, é um subgrupo de S,.

3.4.1 Subgrupos Normais

Seja G um grupo. Dado um subgrupo, H < G, as classes laterais a esquerda e a direita, podem
ser distintas! Como vimos para o grupo S3. Nesta secdo, vamos descatacar os subgrupos os

quais isso nao ocorre.
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Definicao 3.4.10. Seja G um grupo e H < G, tal que ¥g € G, gH = Hg, o grupo H ¢

denominado subgrupo normal de G e denotado por H < G.

Os grupos abelianos, que sao comutativos, naturalmente, sao plenos em subgrupos normais,

COIMO Vemos na proposigao:

Proposigao 3.4.11. Se G € um grupo abeliano, entdo todo subgrupo de G € normal.

Uma clase importante de grupos é aquela formada dos grupos G os quais todo subgrupo

H < G nao é normal. A definigdo a seguir refere-se a estes grupos.

Definicao 3.4.12. Seja G um grupo, tal que, para todo subgrupo proprio H de G, H nao € um

subgrupo normal. O grupo G € denominado grupo simples.

A seguinte proposicdo mostra que existem infinitos subgrupos simples, bem como, apresenta

uma classe importante destes.

Proposicao 3.4.13. Seja G um grupo finito. Se |G| = p, um nidmero primo, entio G € um

grupo simples.

Tanto os grupos normais, quanto os grupos simples, tém papel fundamental na teoria de

grupos. Isto porque, dado um grupo finito G, podemos determinar os subgrupos
Gr> Ny> Ny Ny,

até que N, seja um grupo simples. Tal construcao é comum em teoria de grupos, mas nao
estudaremos este assunto. Vamo-nos deter a um aspecto muito peculiar dos subgrupos normais
de um grupo, que permite definir uma operagao bindria * para o conjunto Cq(H) = {gH : g € G}
das classes laterais de H tal que, o conjunto {Cq(H), *} seja um grupo. Neste caso o subgrupo

H é um subgrupo normal de G.

A seguinte proposicao é valida, mesmo para subgrupos H que ndo sejam normais. Veremos
adiante que a operagao bindria abaixo definida, no entanto, somente admite elemento neutro, se

o subgrupo H é um subgrupo normal de G.
Proposicao 3.4.14. Se Dg(H) ¢é o conjunto das classes laterais o direita de H em G,

* Dg(H)XDg(H) — Dg(H)
(Hg,Hh) — Hgh

define uma operagao bindria associativa em Dg(H).
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Demonstracgao. Por conveniéncia, vamos denotar a operagao *(Hg, Hh)=HgHh. O fato de
% ser operacao bindria é imediato pois gh € G ... gh = pu, e Hu é uma classe lateral, logo
Hpu € Dg(H). Além disso * é associatival Com efeito, Hu(HvHw) = Hu(How) = Hu(vw) =
H(pv)w = H(pv)Hw = (HpHv)Hw. Portanto um operagao bindria associativa. O

Uma verificacao rotineira mostra que a operagao binaria definida acima nao admite elemento
neutro. De fato!, «(Hg, H) = Hg.e = Hg; sejah € H,h # e, sabemos que Hh = He = H, nessas
condigoes Hh é elemento neutro se *(Hg, H) = Hg = *x(Hg, Hh) = Hgh; seja x € Hg entao
x =yg,y € H, logo nao necessariamente z = zgh, com z € H, como mostra o seguinte contra-
exemplo: Seja H =< (12) >= {e, (12)} subgrupo de Ss e a classe lateral H(13) = {(13), (132)}
e * a operagdo bindria definida anteriormente; x(H(13),H) = H(13), (12) € H . H(12) = H,
porém x(H(13),H(12)) = H(13)(12) = H(123) = {(123),(23)}, ou seja, embora H = H(12)
ocorre que *(H(13), H) # *(H(13), H(12), portanto H nao é elemento neutro.

A proposicao seguinte mostra que o subgrupo H ser normal no grupo G é a condigao para
que a operacao binaria definida acima tenha um elemento neutro. Além disso, o conjunto

Cq(H) = Dg(H) é um grupo, segundo esta operagao bindria.

Proposicao 3.4.15. Seja G um grupo e A um subgrupo normal em G. Se Cq(H) é conjunto

das classes laterais de H em G, entao {CqH,*}, tal que x é a operagao bindria

* 2 Cg(H)Xx(;(H) — C(;(H)
(Hg,Hh) — Hgh

€ um grupo.

Demonstragao. Basta provar que a operagao bindria * admite elemento neutro H e satisfaz a
propriedade do inverso. Com efeito H é o elemento neutro, pois se Hg € Cq(H),*(Hg, Hh) =
Hgh basta provar que Hgh = Hg,Vh € H ou seja x € Hgh = Jy € H, tal que x = y(gh)
e gh € gH = Hg, pois H é normal em G, logo gh € Hg = dz € H, tal que gh = zg ..
x = y(gh) = y(zg) = (yz)g; mas y,z € H que é um subgrupo ... yz = w € H . x = wg €
Hg . x(Hg,Hh) = Hg,Yh € H = x(Hg,Hh) = *(Hg,H) = Hg. Seja Hg € CcH, entao
*(Hg,Hg™') = *(Hg, Hu) = H,Yu € Hg~!. A primeira parte é imediata, pois *(Hg, Hg™') =
Hgg'!'=He=H;*(Hg,Hu) = Hgu, masu € g 'H -.u=h"‘h,h € H . Hgu = Hg(g~'h) =
H(gg~Y)h = Hh = H, que é o elemento neutro, portanto os elementos de Cg(H) satisfazem a

propriedade do inverso e o inverso da classe Hg é a classe Hg™". O

Exemplo 3.4.16. Para o grupo Ss = {e,(12),(13),(23),(123), (132)} observe que o grupo
H ¢é um subgrupo normal: H =< (123) >= {e,(123),(132)}, portanto x((132)H,(23)H) =
(132)(23)H (13)H = =(H,(23)H) = (23)H = {(23),(13),(12)}, que mostra que H pode ser o

elemento neutro, bastando checar a outra possibilidade.
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Exercicios 3.4.17. (1) Seja G um grupo abeliano. Mostre que todo subgrupo de G é um

subgrupo normal.
(2) Prove que todo subgrupo do grupo de Klein é normal.
(8) Prove que todo subgrupo de um grupo de ordem 5 € normal.

(4) Dé exemplo de um grupo de ordem 6, em que todos os subgrupos sejam normais e um grupo

de ordem 6 para o qual existe algum subgrupo ndo normal.
(5) Mostre que se G é um grupo abeliano, entdo todo subgrupo de G € normal.
(6) Prove que se um grupo G € ciclico, todo subgrupo de G é normal.

(7) Seja Qs = {1,4,5,k,—1,—i,—j,—k/o(i) = o(j) = o(k) = 2,ij = k,jk = i,ki = j}. Mostre
que esse conjunto € um grupo multiplicativo, em que todo subgrupo deste ¢ um subgrupo

normal, porém ele, Qg, nao € um grupo abeliano.

3.4.2 Grupos Quocientes

Definicao 3.4.18. Seja {G,* } um grupo, H < G e Cq(H) o conjunto das classes laterais de H
em G, o conjunto {Cq(H),*} com x a operagdo induzida de G, é um grupo, denominado grupo

quociente de H em G, denotado por G.

O elemento gH € Cq(H), geralmente é denotado por g; se gH e hH € Cg(H), o produto

gHhG = ghH pode ser escrito segundo a notacdo: g.h = gh.H Ocorre que se u € gH, entdo
1

gH = uH . g = u, reciprocamente, se § = u = g 'u = 1 = g lu ... g-lu = H, logo

glu=gu=T1. g 'u=H . . uec gH. Assim, as classes laterais podem ser, sem perda de

geralidade, representadas por g, sempre que g = gH = gH.
Proposicao 3.4.19. Seja G um grupo, H < G e Cq(H) o grupo quociente de H em G. O
conjunto {g:g = Hg}, com a operagcio g.h = gh define o grupo Cq(H).

Exemplo:

(1) Se G =<i>H=<-1>,i2=—1 0 grupo Cg(H) = {1,i}

(2) Se G = S3, H =< x >,0(x) = 3, o grupo Cq(H) = {1, (12)}
(3) Se G = Sy, H = Ay o grupo de permutacao pares; o grupo Cq(H) = {1, (12)}

(4) Se G =7Z,H = 4Z; o grupo Cq(H) = {0,1,2,3}

(5) Se G = Dy, H =< pfo(p) = 4 >; 0 grupo Ca(H) = {1, (12)}
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Segundo a notacdo § = gH, é comum verificar se h € G é tal que h = §. Um modo de indicar
g = h, relativamente ao grupo H <1 G é utilizar a notacdo modH isto é, a condicdo § = h é

denotado por g = h modH.

Proposicao 3.4.20. Seja G um grupo e H < G; g = hmod(H) < gh™! € H.

Demonstragao. Se ¢ = h modH, entao gH = hH se u € gH sendo H normal em G, gH =
Hg+hH =Hh3v e Hgu=vh="gchH .gc hH=Hh. .g=vh=gh ' =veH O

Proposicao 3.4.21. Seja G um grupo e H Q G se G é um grupo finito e G/H € o grupo
quociente de G por H, entiao |G/H| =k, tal que |G| = k.|H|.

Demonstracao. SeH < G, a demonstracao do teorema de lagrange mostra que |Cq(H)| = k, tal
que |G| = k|H| com efeito, vimos que G = UgH = |G| = |gH|+...+|hH| = k|H|,gH € Cq(H)
sendo k = |Cq(H)| . |G/H| =k O

Definicao 3.4.22. Seja G um grupo e H subgrupo de G. Se |Cq(H)| = k, dizemos que k € o
indice de H em G e denotamos isso por [G : k]. Observe que o subgrupo H nao necessariamente
é um subgrupo normal. No entanto se H < G, entio [G : H| € a ordem do grupo quociente.
A seguinte proposicao afirma que todo subgrupo H de indice 2 em um grupo G, € um subgrupo

normal.

Proposicao 3.4.23. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Se |G : H] = 2, entdo H < G.

Demonstracao. Se [G : H] = 2 entao hd 2 classes laterais a esquerda e 2 classes laterais
a direita {gH, H} sao as classes laterais a esquerda e {Hg, H} & direita. Como vimos G =
gH UH = HgU H; vamos provar que gH = Hg. Sejax € gH = x ¢ H . © € Hg, logo
gH C Hg. Da mesma formasey € gH =y € gH gH C Hg .. gH = Hg logo H é um subgrupo

normal. O

No capitulo I, vimos que dados os conjuntos A, G e H, podemos definir uma funcaof :

G — H. Se G e H sao dois grupos, como conjuntos, a definicdo de f é a mesma. Porém:

f(9) = u; f(h) = v,gh =k f(9)-f(h) = uv
Exercicios 3.4.24. (1) Seja {Z,+} o grupo aditivo dos niimeros inteiros.

a) Prove que o conjunto dos muiltiplos de 3, denotado por 3Z é um subgrupo de Z
b) Determine as classes laterais de 3Z a direita e a esquerda
c) O subgrupo 3Z € um subgrupo normal de Z.

(2) Seja Dy o grupo dihedral do quadrado. Mostre que o conjunto das rotagoes forma um

subgrupo ciclico. Determine as classes laterais desse subgrupo.
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(8) Determine o grupo dihedral Dg, apresentando todos seus elementos, mostrando geometri-
camente cada elemento. Lembrando que Dg € o grupo das simetrias e rotagoes de um

hezano.

(4) Dizemos que um grupo é simples se os unicos subgrupos normais de G sao 0s grupos

triviais, isto é, {e} e G. Prove que todo grupo finito de ordem prima € um grupo simples.

3.4.3 Homomorfismo e Isomorfismo de Grupos

Na segao anterior definimos para um grupo G e H <G, o grupo quociente G/H cujos elementos
sao as classes laterais gH, g € GG. Apresentamos a notagao § = gH, que identifica uma classe
lateral gH = {gh/h € H} que é um conjunto, a um simbolo g. Esta notacdo,no entanto, é
uma (profunda) representagdo com um nivel de abstragao elevado pois nao somente associa o
simbolo g ao conjunto gh, mas também elege um tnico simbolo, entre tantos outros possiveis
do conjunto gH, para representa-lo. Ou seja, vimos que § =k < k € gH < g € kH < gH =
kH & gk—1 € H < gk € H. Por exemplo a classe lateral...poderia ser representada por...
Dizemos, no entanto, que g é uma representagdo natural para a classe gH. Por que sendo H
um grupo e € H . G.e € gH, ou seja, g € gH é a escolha mais "natural” para representar a
classe gH. Outro significado, profundo, para a representacao de g = gH é uma independ encia
do representante, isto é, ndo importa se a classe gH estéd representada por g ou k, para k € gH.
Isso permite representar a operagao binaria * : Cq(H)zCq(H) — Cq(H) (9H,kH) — gkH
pelos representantes (gk) = (gk), independentemente da escolha do representante. Vimos que
% é o B . 6 uma funcio, logo devemos garantir a unicidade da imagem de (gek). Ou seja
(g,k) = gk = uv, desde que % e § representem a mesma classe, ou seja u = gmodH; Tal
conceito, em algebra abstrata, é essencial quando representamos muitos elementos por um unico
sfmbolo, g, cujo simbolo g seja um daqueles, e portanto qualquer elementos. As relacoes definidas
dessa forma, cuja propriedade de funcao é verificada, dizemos que "est4 bem definida”. A partir
daqui faremos isso constante dessa propriedade e sempre que necessario mostraremos que isso

de fato ocorre.

Proposicao 3.4.25. Seja G um grupo, H QG ¢ G/H = {g/g € G} o grupo quociente. A
relagio C : G — G/H g+ g € uma fungdo bem definida.

Demonstragao. Basta provar que dados g # u, tal que, C(g) = g e C(g) = @, entdo gu.
funcao C : G — G/Ag — g sendo § = gH é uma funcdo muito particular, pois C(e) = &

significa que e — H a identidade de G é relacionada & identidade de H. C(gh) = gh = gh =
C(g).C(H), ou seja a imagem do produto gh em G é o produto das imagens C(¢)C(h) em G/H. O

Definigao 3.4.26. Dados dois grupos {G,*} e {k®} e C : G — k uma fun¢do com as sequintes
propridades:
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(1) C(e) =€,, sendo € o neutro de k.

(2) C(gh) =C(g)®C(h) A funcgdo C é denominada homomorfismo e nessas condi¢ées 0s grupos

G e H sao homomorfos.

E desafiador compreender o significado da definicao acima. Tal condigdo, no entanto ocorre
com frequéncia em teoria de grupos. A seguir apresentamos alguns que exibem propriedades
surpreendentes para os homomorfismos. Uma delas estd ligada as propriedades estruturais de
um grupo como se € ciclico comutatividade, a simplicidade do grupo, os subgrupos, a ordem dos

elementos, entre outras.

Exemplo 3.4.27. (1) O homomorfismo trivial, isto é. C : G — k g — ek, o neutro do grupo
k. As propriedades:
a) Cle) =k
b) C(g.h) = C(gh) = Cek = ek.ek = C(g).C(h) estao satisfeitos, entdo C é um homomor-

fismo.

(2) O homomorfismo canédnico C : G — k, sendo k o grupo quociente G/N, em que N é um
subgrupo normal C : G — G/N g+ gN a classe lateral de g.

a) C(e) =eN = N que € o elemento neutro do grupo G/N.
b) C(gh) = ghN = gN.hN = C(g)C(h) .. C é um homomorfismo.

(8) O homomorfismo injetor entre os grupos aditivos Z e R C: Z — R m+—m

a) C(0) =0 o neutro de R
b) C(mn) =m.n =C(m).C(n)

(4) O homomorfismo entre o grupo multiplicativo G = {1,—1,i,—i} e o grupo Dy C : G — Dy

a) Cle)=C(i) =pt=e
b) Czy) = &™) = C(iI™*") = pm +n = pm.p" = C(i"™).C(i") = C(x).C(y)
(5) G = {R,+} e k = {R*, e}, 0s grupos aditivos e multiplicativos R e R* respectivamente.
C:R — R gz 2% é um homo.
a) C(0) = 2 =1 neutro do produto em R3
b) C(z +y) = 2" = 2%.2V.
(6) Se Ve W sao espagos vetoriais de demensao finita, Ache os reais, V. e W sao grupos

abelianos com a operacdo de adicdo. T : V. — W, uma transformacdo linear € um homo-

morfismo.
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a) T(0) =0 pois
b) T(v+w) =T)+T(w).

No capitulo I, estudamos uma relacdo muito comum, denominada fungdo. A nomenclatura
para as funcgoes é semelhante, com excecao do conceito de nicleo de um homomorfismo, que
é semelhante ao conceito de nicleo de uma (espago vetorial) transformagao linear, pois toda

transformacao linear é um homomorfismo dos grupos abelianos.

Definigao 3.4.28. Sejam Gek dois grupos e C : G — k um homomorfismo. O conjunto {g/g € G

e C(g) = ek} € denominado nicleo da homomorfismo.

Uma propriedade importante para o nucleo de um homomorfismo é que, sendo o nicleo
um subconjunto de G, podemos verificar que (C) é um subgrupo de G, que além disso é um
subgrupo normal de G. Esta propriedade sera essencial a teoria sobre homomorfismo, pois o
grupo quociente G/kerC e a imagem do homomorfismo C serao iguais, a menos de homomorfismo,

que vamos apresentar o conceito na proxima secao.

Proposigao 3.4.29. Sejam G, K dois grupos e C : G — k um homomorfismo. Se kerC denotar

o nicleo do homomorfismo, entdo:
(1) kerC é subgrupo de G

Demonstracao. Sendo kerC C G, pelo teorema, ..., basta provar que z,y € kerC entdo xy ' €
kerC. Com efeitoC(zy~' = C(z).C(y~ ') = ek.C(Y™!). Afirmamos que C(~!) € kerC, pois
Cle) Z ek =C(yy™') .. ek = C(y).C(y ")y~ € kerC. Entdo C(xy~ ') = ek, logo zy~' € kerC,
logo kerC é subgrupo de G. O

Exercicios 3.4.30.

3.4.4 Grupos Isomorfos

Exercicios 3.4.31.
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