Algoritmos de Ordenac¢ao — parte Il

Inducao Forte (primeira alternativa):

Caso base: para n = 1 temos um conjunto ordenado de um unico elemento.
Passo indutivo: assumimos que sabemos ordenar qualquer conjunto com n/2
elementos. A partir dos dois subconjuntos ordenados recursivamente

precisamos fazer a intercalacao dos dois de forma a obter o conjunto ordenado.
Conjunto nao ordenado

Por hipdtese de inducdo, sabemos ordenar os conjuntos com n/2 elementos

Cada subconjunto esta ordenado, mas o conjunto como um todo nao, é
necessario fazer a intercalacao (ou fusao) dos dois subconjuntos

Esta inducao da origem ao algoritmo Merge Sort (Ordenador por
Intercalagcao ou por Fusao).



Divisdao: nao é necessario fazer nada, so calcular o indice da posi¢cao da metade. Conquista: execuc¢ao
das duas chamadas recursivas (da metade do conjunto a esquerda e a direita). Combinagao: é

necessario realizar a intercalacao (ou fusao) dos dois subconjuntos que estdao ordenados.
Algoritmo Iterativo para a Fusao/Intercalacao

static void merge(int[] A, int p, int g, int
r) A
int i, j, k;
int tamseql = q - p + 1;
int tamseq2 = r - qg;
int[] seql = new int[tamseql];
int[] seq2 = new int[tamseq2];
for (i = @; i < seql.length; i++) {
seql[i] = A[p + 1];
}
for (j = ©; j < seqg2.length; ++j) {
} seq2[j] = A[q + J + 1];

kK = p;
i




while (i<seql.length && j<seq2.length) {
if (seq2[j] < seql[i]) {
Alk] = seq2[]];
J++;
} else {
Alk] = seql[i];
i++;
}
K++;
}
while (i < seql.length) {
Alk] = seql[i];
K++;
i++;
}
while (j < seqg2.length) {

Alk] = seq2[]];
K++;
J++;

O algoritmo de intercalacao (ou fusao) nao é
recursivo.

Melhor caso (todos os elementos do segundo
subconjunto sdo maiores ou iguais ao que os
elementos do primeiro subconjunto):
operacdes(n) = n/2

Pior caso (todos os elementos do segundo
subconjunto sao maiores ou iguais do que 0s
elementos do primeiro subconjunto, exceto o
ultimo elemento do primeiro que é maior do
gue todos do segundo):

operagcoes(n)=n-1

Para ambos os casos T(n) € ©(n)




private void mergeSort(int[] A, int ini,
int fim) {
if (ini < fim) {
int meio = (ini + fim) / 2;
mergeSort(A, ini, meio);
mergeSort(A, meio + 1, fim);
merge(A, ini, meio, fim);

Caso geral:

T(n)=0 paran<1

T(n) =2*T(n/2) + ©(n) para n>1 (par)
T(n) =T((n+1)/2) + T((n-1)/2) + B©(n) nimpar

Melhor caso (em relacdo a intercalagao):
T(n)=0 paran<1
T(n) = 2*T(n/2) + n/2 paran>1

Pior caso (em relacao a intercalacao):
T(n)=0 paran<1
T(n) =2*T(n/2) + n-1 paran>1

Se calcularmos a complexidade assintotica,
teremos (para todos os casos): T(n) € ©(n*log n)




Inducao Forte (segunda alternativa):
Caso base: para n =1 temos um conjunto ordenado de um unico elemento.
Passo indutivo: assumimos que sabemos ordenar qualquer conjunto com
menos do que n elementos. Dado um elemento qualquer (escolhido como pivo)
vamos colocar os elementos menores ou iguais do que ele do lado esquerdo do
arranjo e maiores do lado direito.

Conjunto nao ordenado X
Separamos a esquerda os elementos menores ou iguais a x e a direita os maiores
e colocamos o x (pivO) entre eles Menores ou iguais do que x | x | Maiores do que x
Por hipotese de inducao, sabemos ordenar os conjuntos com menos do que n
elementos X

Esta inducao da origem ao algoritmo Quick Sort.
Divisao: separar os elementos menores ou iguais ao pivé no lado esquerdo do arranjo e maiores do
lado direito, colocando o pivd entre estes dois subconjuntos. Conquista: execucao das duas
chamadas recursivas (dos elementos a esquerda do pivd e dos elementos a direita). Combinagao:
nao é necessario fazer nada, o arranjo resultante ja esta ordenado.



static int particao (int[] A, int ini, int
fim) {
int i, j, temp;
int x = A[fim]; // pivd
i = 1ini;
j o= fim - 1;
while (i <= j) {
if(A[1] <= x) {
i++;
} else if (A[Jj] > x) {
J=-5
} else { // trocar A[i] e A[]]
temp = A[i];
Ali] = A[J];
A[J] = temp;

i++;
J--3
}
}
A[fim] = A[i]; // reposicionar o pivd
A[i] = x;
return i;

O algoritmo de particao nao é recursivo.

Melhor caso 1 (para a particido, um melhor
caso é: x € o maior elemento do conjunto
analisado):

operagoes(n)=n-1

Melhor caso 2 (A[i] é sempre maior que x e
A[j] € sempre menor ou igual [x serd a
mediana, mas do lado esquerdo estardo os
maiores que x e do lado direito os menores
ou iguais)]:

operagodes(n) =2*(n-1)/2=n-1

Pior caso (para a particao, o pior caso é: o
primeiro elemento é o maior de todose x é o
menor elemento do conjunto analisado):
operagoes(n) =2*n -2

Para os trés casos: T(n) € ©(n)




static void QuickSort(int[] A, int ini,
int fim) {
if (ini < fim) {
int q = particao(A, ini, fim);
QuickSort(A, ini, q - 1);
QuickSort(A, g + 1, fim);

Melhor caso:
T(n)=0 paran<1
T(n) =2*T(n/2)+ n-1 paran>1
Se calcularmos a complexidade assintotica,
teremos: T(n) € ©(n*log n)

Pior caso:

T(n)=0 paran<1
T(n) =T(n-1) + T(0) + 2*n - 2 paran>1
Que é o mesmo que:

T(n) =T(n-1) + 2*n -2 paran>1

Se calcularmos a complexidade assintotica,
teremos: T(n) € ©(n?)

O caso médio do Quick Sort tem complexidade

©(n*log n)




Terceira alternativa:

Caso base: para n =1 temos um conjunto ordenado de um unico elemento.
Passo indutivo: encontramos o maior elemento do conjunto e assumimos que
sabemos ordenar n-1 (excluindo-se o maior).

Conjunto nao ordenado
Organizamos os dados como um Heap Madximo

Encontramos o maior max
Trocamos o max de lugar com o ultimo numero do subconjunto que estamos

analisando (mas mantendo o restante da estrutura como um Heap Mdximo). Por
hipotese de inducao, sabemos ordenar n-1 elementos

max

Nao falta fazer nada pois o max ja esta no lugar certo (todos os elementos a
esquerda dele sao menores do que ele).

Diferenca para o Selection Sort: organizaremos os dados de forma a encontrar
o valor do maximo de maneira mais eficiente, utilizando uma estrutura de dados
chamada de Heap. Esta inducao da origem ao algoritmo Heap Sort.



Heap Maximo:
Estrutura de Dados baseada numa arvore binaria completa (todos os elementos preenchidos de

cima para baixo e da esquerda para a direita).
A regra do Heap Maximo (além de ser uma 4arvore bindria completa) é que todo né tem chave/valor

maior ou igual ao valor dos seus filhos.



static void refazHeapMax(int A[], int i,
int compHeap) {

int esq, dir, maior, temp;
esq = 2 X i+ 1;
dir = 2 * 1 + 2;

if (esq<compHeap && A[esq]>A[i]) {
maior = esq;

1} else {
maior = 1i;

}
if (dir<compHeap && A[dir]>A[maior]) {
maior = dir;
}
if (maior != i) {
temp = A[i];
A[i] = A[maior];
A[maior] = temp;
refazHeapMax(A, maior, compHeap);
}

Melhor caso™"" (o elemento atual sempre estd no
lugar certo):

T(n)=0 paran<1

T(n) =2 paran>1

" E possivel acontecer no método constréi heap se os
elementos ja estavam organizados como um heap
maximo. SO vai acontecer ‘sempre’ durante a execugdo
Heap Sort se todos os elementos forem iguais (irreal).

Fora desse melhor caso, a recursao podera ir para a
esquerda ou direita. Dependendo do valor de n a
esquerda e a direita terao o mesmo tamanho
((n-1)/2) [nigual a uma poténcia de 2 menos um, para
ocorrer sempre], porém se n for igual a soma de duas
poténcias consecutivas de dois mais um, entao
teremos o lado esquerdo com cerca de 2/3 dos
elementos e o direito com 1/3, mas isso s6 ocorrera

k %k 3k
umavez ).

Pior caso:

T(n)=0 paran<1

T(n)=T(2*n/3)"" +2 paran>1
Pior caso geral:

T(n)=0 paran<1

T(n)=T(|n/2]) + 2 paran>1

Se calcularmos a complexidade assintotica, dos casos
reais: T(n) € O(log n)




// VERSAO ITERATIVA

static void constroiHeapMaxIterativo(int[]
A) A
int compHeap = A.length;
for (int i=(A.length)/2-1; i»>=0; i--){
refazHeapMax(A, i, compHeap);
}
}

// VERSAO RECURSIVA

static void constroiHeapMaxRec(int[] A,
int i) {
int n = A.length;
if (i < n/2){
constroiHeapMaxRec (A, 2*i+1);
constroiHeapMaxRec (A, 2*i+2);
refazHeapMax(A, i, n);

Equacdo de recorréncia (da versao recursiva):

Caso geral:
T(n)=0 paran<1
T(n) =2*T(|n/2]) + O(log n) paran>1

Se calcularmos a complexidade assintotica, dos casos
reais: T(n) € ©(n)




static void heapSort(int A[]) {
int i, compHeap, temp;
compHeap = A.length;
constroiHeapMaxRec (A,0Q);

for (i = A.length - 1; i > @; i--) {

temp = A[0O];
Ale] = A[1];
A[i] = temp;

compHeap--;
refazHeapMax(A, ©, compHeap);

O algoritmo Heap Sort em si costuma ser
implementado de maneira iterativa usando o
principio incremental / de inducdo fraca.
Porém, ele chama dois métodos baseados em
inducdao forte: constroiHeapMaxRec e
refazHeapMakx.

Operagoes(n) = ©(n) + (n-1)*O(log n)
Operagoes(n) €e O(n*log n)




