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Cap 2.2 — Automato com pilha (AP)
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Exem pIO [0"1"| n > 0}. Suponha que M; seja (Q, %, T, 6, ¢ ,-F)

Q= {(11362&3;@4}:

¥ = {0,1},

=108},

F= {qlag4}’ €

) & dada pela tabela abaixo, na qual entradas em branco significam (.

Entrada: 0 1 £
Pilha: [0 | $ € 0 $(e|0 $ 5
75 {((h, $)}
q2 {(@:O)} {(Q3}€)}
43 ’{(QS,E)} {(qﬁlag)}
a4



Equivaléncia entre APN e GLC

TEOREMA D DO e R AR

Uma linguagem ¢ livre-do-contexto se e somente se algum autémato com pilha
a reconhece.

Autémato com pilha NAO DETERMINISTICO!!



Equwalenma entre APN e GLC

LEMA 2.21

Se uma linguagem ¢ livre-do-contexto, entdo algum autémato com pilha a reco-
nhece.

|deia da prova:

Uma LLC é gerada por uma GLC

Mostrar como converter uma GLC em um APN
equivalente



Conversao GLC em APN (ideia)

* Exemplo S — alb|b
T —Tale

e, S —b ’OE,E%TOE,.E—ra
e, T'— a .OE‘,E—:-T
v
g5 —b
g, lI'— ¢
a,a— €




Conversao GLC em APN (ideia)

* Caso Geral:

E,A—?‘w pa,raaregraﬂ—-?’w

a,a — & para o terminal a




Equivaléncia entre APN e GLC

TEOREMA 2.20

Uma linguagem ¢ livre-do-contexto se e somente se algum autémato com pilha
a reconhece.

LEMA 2-21 ....................................................................................................................................

Se uma linguagem ¢ livre-do-contexto, entdo algum autémato com pilha a reco-
nhece.

LEMA 2'27 ....................................................................................................................................

Se um automato com pilha reconhece alguma linguagem, entdo ela € livre-do-
contexto.



Conversao APN em GLC (ideia)

* Para facilitar, vamos considerar qgue o APN possui as
seguintes caracteristicas:

1. Ele tem um unico estado de aceita¢io, g, ceis-
2. Ele esvazia sua pilha antes de aceitar.

3. Cada transi¢do ou empilha um simbolo (um movimento de empilba) ou
desempilha um simbolo (um movimento de deseznpilba), mas nio faz ambas
as co1sas a0 mesmo tempo.



Conversao APN em GLC (ideia)

* G deve gerar uma cadeia x se x faz o APN ir do
estado inicial ao estado de aceitacao.

* Para cada par de estados (p, g), criamos uma variavel
A, que gere todas as cadelas x que levam o APN do
estado p (com uma pilha vazia) ao estado q (com uma
pilha vazia).

* Neste APN:

— no estado p (com pilha vazia), o primeiro
movimento € de EMPILHA.

— O ultimo movimento é de DESEMPILHA

(chegando no estado g, com pilh%Ovazia)



Conversao APN em GLC (ideia)

* No caminho de p a g (reconhecendo x), 2 situacoes:

A pilha s6 se torna vazia novamente quando
chega em g

A pilha se torna vazia em algum ponto do
caminho, antes de chegar em q
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Conversao APN em GLC (ideia)

* No camilho de p a g (reconhecendo x), 2 situacoes:

— Anpilha so se torna vazia novamente quando
chega em g

— Anpilha se torna vazia em algum ponto do
caminho, antes de chegar em @

|

Altura
da pilha

Cadeia de entrada

-

12



Conversao APN em GLC (ideia)

* No camilho de p a g (reconhecendo x), 2 situacoes:

— Anpilha so se torna vazia novamente quando
chega em g

— Anpilha se torna vazia em algum ponto do
caminho, antes de chegar em @

|

Altura
da pilha

Cadeia de entrada




Conversao APN em GLC (ideia)

* No camilho de p a g (reconhecendo x), 2 situacoes:

— Anpilha so se torna vazia novamente quando
chega em g

— Apilha se torna vazia em algum ponto do
caminho, antes de chegar em ¢
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Conversao APN em GLC (ideia)

* No camilho de p a g (reconhecendo x), 2 situacoes:

— Anpilha so se torna vazia novamente quando
chega em g

— Apilha se torna vazia em algum ponto do
caminho, antes de chegar em ¢

|

Altura
da pilha gerada

pDI‘ qu

(adeia de entrada
-
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Conversao APN em GLC (ideia)

* No camilho de p a g (reconhecendo x), 2 situacoes:

— Anpilha so se torna vazia novamente quando
chega em g

— Apilha se torna vazia em algum ponto do
caminho, antes de chegar em q

|

Altura
da pilha gerada

pDI‘ qu

(adeia de entrada
-

gerada gerada

qu % Apri‘q-rq por Apr por Arq
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Conversao APN em GLC (PROVA)

PROVA Digamos que P = (Q,%,T,9,qo, {(aceita}) € vamos construir G. As
varidveis de G sdo {A,| p,q € Q}. Avaridvel inicial € A, g .- Agora descreve-

mos as regras de G.

e Para cada p,¢q.r,s € Q, t € I'ea,b € X, se é(p,a,¢) contém (r,t) e
§(s,b,t) contém (g, €), ponha a regra A,; = aA,sb em G.

e Para cada p,q,r € @, ponhaaregra Ay, — A, A em G.

» Finalmente, para cada p € @, ponha a regra Ay, = €emG.
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Conversao APN em GLC (PROVA)

Temos gue provar que essa construcao funciona, ou
seja, que A, 0erax se e somente se x pode levar o APN

de p (com pilha vazia) a g (com pilha vazia).

AFIRMATIVA 2.30

Se A,, gera z, entdo = pode levar P de p com pilha vazia a ¢ com pilha vazia.

AFIRMATIVA 2.31

Se z pode levar P de p com pilha vazia para ¢ com pilha vazia, A,, gera .
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Conversao APN em GLC (PROVA)

AFIRMATIVA 2.30

Se Ap, gera z, entdo  pode levar P de p com pilha vazia a ¢ com pilha vazia.

Provamos essa afirmacdo por inducio sobre o niimero de passos na derivagio
de x a partir de A,,.

Base: A derivac¢io tem 1 passo.

Uma derivagao com um tnico passo tem de usar uma regra cujo lado direito nio
contém variaveis. As Unicas regras em GG onde nenhuma variavel ocorre no lado
direito sao A,, — €. Claramente, a entrada € leva P de p com pilha vazia a p
com pilha vazia e, portanto, a base esta provada.
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AFIRMATIVA 2.30

Se A,, gera z, entdo = pode levar P de p com pilha vazia a ¢ com pilha vazia.

Passo da Indugdo: Assuma verdadeiro para deriva¢bes de comprimento no ma-
ximo k, onde k > 1, e prove verdadeiro para derivagbes de comprimento k + 1.
Suponha que A,, = 2 com k + 1 passos. O primeiro passo nessa derivacio é ou
Apg = aAysbou Ay = Ay A, Lidamos com esses dois casos separadamente.

No primeiro caso, considere a parte y de x que A, gera, de forma que z =
ayb. Em razio do fato de que A,, = y com k passos, a hipétese da inducio nos
diz que P pode ir de r com pilha vazia para s com pilha vazia. Em razdo do fato
de que A,; = aA,;béumaregrade G, §(p,a,e) contém (r,t) e 6(s, b, t) contém
(g,€), para algum simbolo de pilha ¢t. Logo, se P come¢a em p com uma pilha
vazia, apos ler a ele pode ir para o estado r e empilhar ¢. Entio, ler a cadeia y
pode levi-lo a s e deixar ¢ na pilha. E apos ler b ele pode ir para o estado ¢ e
desempilhar ¢. Conseqiientemente, z pode leva-lo de p com pilha vazia para ¢
com pilha vazia.



AFIRMATIVA 2.30

Se A,, gera z, entdo = pode levar P de p com pilha vazia a ¢ com pilha vazia.

Passo da Indugdo: Assuma verdadeiro para deriva¢bes de comprimento no ma-
ximo k, onde k > 1, e prove verdadeiro para derivagbes de comprimento k + 1.
Suponha que A,, = 2 com k + 1 passos. O primeiro passo nessa derivacio é ou
Apg = aAysbou Ay = Ay A, Lidamos com esses dois casos separadamente.

No segundo caso, considere as partes y e z de x que A4,, e A,,, respectiva-
mente, geram, de forma que z = yz. Como 4,, = y em no maximo k passos e
A,, = 2z em no maximo k passos, a hipétese da inducio nos diz que y pode levar
P de p parar e z pode levar P de r para ¢, com pilha vazia no inicio e no final.
Logo, = pode levi-lo de p com pilha vazia para ¢ com pilha vazia. Isso completa
o passo da indugdo.
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Conversao APN em GLC (PROVA)

AFIRMATIVA 2.31

Se x pode levar P de p com pilha vazia para g com pilha vazia, A, gera .

Provamos essa afirmagdo por indugio sobre o nimero de passos na
computacao de P que vai de p para ¢ com pilhas vazias sobre a entrada z.

Base: A computagio tem 0 passos.
Se uma computagdo tem 0 passos, ela comega e termina no mesmo estado —

“izamos, p. Portanto, temos de mostrar que 4,, = 2. Em 0 passos, P s6 tem
=mpo de ler a cadeia vazia, portanto z = €. Por constru¢io, G' tem a regra
.. — &; portanto, a base estd provada.
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AFIRMATIVA 2.31

Se z pode levar P de p com pilha vazia para ¢ com pilha vazia, A,, gera .

Passo da Inducdo: Assuma verdadeiro para computagoes de comprimento no
—zximo k, onde k > 0, e prove verdadeiro para computagdes de comprimento
k+ 1.

suponha que P tenha uma computagio na qual z leva de p para ¢ com pilhas
wzzias em k + 1 passos. Ou a pilha esta vazia apenas no inicio e no final dessa
-omputagio, ou ela se torna vazia em algum outro ponto também.
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AFIRMATIVA 2.31

Se z pode levar P de p com pilha vazia para ¢ com pilha vazia, A,, gera .

Passo da Indugdo: Assuma verdadeiro para computagdes de comprimento no
—zximo k, onde k > 0, e prove verdadeiro para computagdes de comprimento
E+ 1.

suponha que P tenha uma computagio na qual = leva de p para ¢ com pilhas
:zias em k + 1 passos. Ou a pilha esta vazia apenas no inicio e no final dessa
-omputagio, ou ela se torna vazia em algum outro ponto também.

Caso 1:
* O primeiro simbolo a ser empilhado (t) deve ser o ultimo a ser desempilhado

* Simbolos a e b lidos da entrada no primeiro e ultimo movimento,
respectivamente

— Segundo estado r e penultimo estado s

« 0(p,a,e) contém (r,t) e o&(s,b,t) contéem (q,€), logo A, - aA bestaemG

* Xx=ayb. yfazoAPN Iirderas, semtocar emt, em k-1 passos

- Pela hipétese de indugao, A =>*y. Logo, A =" X ”



AFIRMATIVA 2.31

Se z pode levar P de p com pilha vazia para ¢ com pilha vazia, A,, gera .

Passo da Indugdo: Assuma verdadeiro para computagdes de comprimento no
—zximo k, onde k > 0, e prove verdadeiro para computagdes de comprimento
E+ 1.

suponha que P tenha uma computagio na qual = leva de p para ¢ com pilhas
:zias em k + 1 passos. Ou a pilha esta vazia apenas no inicio e no final dessa
-omputagio, ou ela se torna vazia em algum outro ponto também.

Caso 2:
* Estado r onde a pilha fica vazia no meio da computacao de X

* Cada caminho (dep ar, e der a)tem no maximo k passos,
X =Yz

- Pela hipotese de inducao: A | =>*yeA =>*z
- ComoA - A A estaemG, A =>*X
Pq pr1q Pq
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Equivaléncia entre APN e GLC

TEOREMA 2.20

Uma linguagem ¢ livre-do-contexto se e somente se algum autémato com pilha
a reconhece.

LEMA 2-21 ....................................................................................................................................

Se uma linguagem ¢ livre-do-contexto, entdo algum autémato com pilha a reco-
nhece.

LEMA 2'27 ....................................................................................................................................

Se um automato com pilha reconhece alguma linguagem, entdo ela € livre-do-
contexto.
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