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Nas ultimas aulas

Tese de Church-Turing

Problemas computacionais descritos como
linguagens. EXx:

— problema de verificar se um grafo G1 € subgrafo
de um grafo G2

— L= { ? }
Linguagens (problemas) decidiveis

Linguagens regulares e linguagens livres de
contexto sao decidiveis



Nas ultimas aulas

Tese de Church-Turing

Problemas computacionais descritos como
linguagens. EXx:

— problema de verificar se um grafo G1 € subgrafo
de um grafo G2

- L={<G1, G2> | G1 € subgrafo do grafo G2 }
Linguagens (problemas) decidiveis

Linguagens regulares e linguagens livres de
contexto sao decidiveis



Limites da computacao

* Existem problemas que sao Turing-reconheciveis mas
NAQO Turing-decidiveis

* Existem problemas que NAO s&o Turing-reconheciveis?
(Insoluveis)



Limites da computacao

° Existem problemas que sao Turing-
reconheciveis mas NAOQO Turing-decidiveis

* Existem problemas que NAO s&o Turing-
reconheciveis? (Insoluveis)

SIM!

Ex: verificacao de software € insoluvel (dado um
programa e sua especificacao, verificar se 0
programa esta correto)



Limites da computacao

* Para provas, precisamos primeiro de alguns
resultados da Matematica



Determinacao de tamanho de
conjuntos

* Comparar o tamanho de conjuntos finitos e facil
* E para conjuntos infinitos?

* Georg Cantor: dois conjuntos infinitos tém o
mesmo tamanho se seus elementos puderem
ser emparelhados

* f: A— B, onde f € uma funcao bijetora (uma
correspondéncia)



DEFINICAO 4.12

Suponha que tenhamos os conjuntos A e B e uma funcio f de A
para B. Digamos que f-¢ wm-para-um se ela nunca mapeia dois
elementos diferentes para um mesmo lugar — ou seja, se f(a) #
f(b) sempre que a # b. Digamos que f é sobrejetora se ela atinge
todo elemento de B — ou seja, se para todo b € B existe um a € A
tal que f(a) = b. Digamos que A e B sio de mesmo tamanbo
se existe uma fun¢io um-para-um e sobrejetora f: A— B. Uma
funcdo que é tanto um-para-um quanto sobrejetora é denominada
uma correspondencia. Em uma correspondéncia, todo elemento de
A mapeia para um unico elemento de B e cada elemento de B tem
um unico elemento de A mapeando para ele. Uma correspondéncia
é simplesmente uma maneira de emparelhar os elementos de A com
os elementos de B.




Exemplo — N (naturais) e os
naturais pares



Exemplo — N (naturais) e os
naturais pares

* f(n) = 2n
n f(n)
1 2
2 4
3 6

* Tém o mesmo tamanho!
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— DEFINICAO 4.14

Um conjunto A € contdvel se é finito ou tem 0 mesmo tamanho que

N.
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Exemplo - Q (racionais)
Q= {m,ne N}
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Exemplo - Q (racionais)
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* Tém o mesmo tamanho!

* Q é contavel!



Exemplo — R (reais)

* Qualquer numero com representacao decimal

* Inclui nimeros como 1 = 3,1415926..., 2 =
1,4142135...

* Como seria f?
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Exemplo — R (reais)

* Qualquer numero com representacao decimal

* Inclui nimeros como 1 = 3,1415926..., 2 =
1,4142135...

* Como seria f?
* Nao ha!
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R é Incontavel

R é incontavel.
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R é Incontavel

TEOREMA 4.17

R é incontavel.

* Vamos mostrar que nao existe uma
correpondéncia fentre N e R

* Prova por contradicao: vamos assumir que f
existe e contruir um x que esteja fora da
correspondéncia
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R é Incontavel - Prova

* Vamos assumir que f existe n f(n)

* Por exemplo: 1] 3,14159...
Z | B5b,00000...
3 0,12345...
4 0,50000..

Vamos contruir um x que seja diferente de cada real f(i)
emparelhado com o natural i

Construimos x entre 0 e 1 cujo i-ésimo digito apos a virgula seja
diferente do i-ésimo digito de f(i)

Logo, x nao € igual a nenhum f(i)

Obs.: escolhnemos digitos diferentes de 0 e 9 (para evitar problemas
como 0,1999.... serigual a 0,200....) 18



R é iIncontavel — P[ova
DIAGONALIZACAO

Vamos assumir que f existe n f(n)

Por exemplo: 1] 3,14159...
Z | B5b,00000...
3 0,12345...
4 0,50000...

Vamos contruir um x que seja diferente de cada real f(i)
emparelhado com o natural i

Construimos x entre 0 e 1 cujo i-ésimo digito apos a virgula seja
diferente do i-ésimo digito de (i)

Logo, x nao € igual a nenhum f(i)

Obs.: escolhemos digitos diferentes de 0 e 9 (para evitar problemas
como 0,1999.... serigual a 0,200....) 19



O que isso tem a ver com Teoria da
Computacao ?
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O que isso tem a ver com Teoria da
Computacao ?

TEOREMA 4-17 ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

R é incontavel.

CcOoROLARIO 4.18

Algumas linguagens nio sdo Turing-reconheciveis.

* Ha um conjunto incontavel de linguagens
* Ha um conjunto contavel de Maquinas de Turing
* Cada MT reconhece apenas uma linguagem

* Logo, ha linguagens que nao sao reconhecidas por
nenhuma MT
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Linguagens nao Turing-
reconhecivels

COROLARIO 4.18

Algumas linguagens nio sdo Turing-reconheciveis.

* |deia da Prova:

* Provar que o conjunto de todas as MTs € contavel, mas o
conjunto de todas as linguagens possiveis € incontavel

* Para isso, mostrar que o conjunto de todas as linguagens
tém o mesmo tamanho que o conjunto de todas as
sequéncias binarias infinitas, que € incontavel

* Para isso, usar diagonalizacao
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Conjunto de MTs e contavel

* Cada Maquina de Turing M tem uma
codificacao em uma cadeia <M>

* Descartando aquelas cadeias que nao sao MT

legitimas, podemos listar cadeias que representem
MTs

* 2* é contavel

* Basta listar suas cadeias por ordem crescente de
tamanho e ordem lexicografica (e associar um
natural a cada uma)

» Ex: = ={0,1}, lista=0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, ...
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Linguagens nao Turing-
reconhecivels

cCOROLARIO 4.18

Algumas linguagens nio sdo Turing-reconheciveis.

* |deia da Prova: Feito!

* Provar que o conjunto de todas as MTs € contavel, mas o
conjunto de todas as linguagens possiveis € incontavel

* Para isso, mostrar que o conjunto de todas as linguagens
tém o mesmo tamanho que o conjunto de todas as
sequéncias binarias infinitas, que € incontavel

* Para isso, usar diagonalizacao
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Linguagens nao Turing-
reconhecivels

cCOROLARIO 4.18

Algumas linguagens nio sdo Turing-reconheciveis.

* |deila da Prova:

* Provar que o conjunto de todas as MTs € contavel, mas o
conjunto de todas as linguagens possiveis € incontavel

* Para isso, mostrar que o conjunto de todas as linguagens
tém o mesmo tamanho que o conjunto de todas as
sequéncias binarias infinitas, que € incontavel (provado por
diagnonalizacao)
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Linguagens nao Turing-
reconhecivels

COROLARIO 4.18

Algumas linguagens nio sdo Turing-reconheciveis.

* |deia da Prova:

* Provar que o conjunto de todas as MTs € contavel, mas o
conjunto de todas as linguagens possiveis € incontavel

* Para isso, mostrar que o conjunto de todas as linguagens
tém o mesmo tamanho que B = o conjunto de todas as
sequéncias binarias infinitas, que € incontavel (B incontavel

provado por diagnonalizacao)
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O conjunto de todas as linguagens e o
conjunto de todas as strings binarias
Infinitas possuem o mesmo tamanho

* Cada linguagem L, pode ser representada por
uma string binaria infinita b,

* Ordene as cadeias de 2* (s,, S,, ...)

* A posicao i da string binaria b, possui valor 1 se a
cadeia s, pertencer a linguagem L,, e valor O caso
contrario

* Ex: A= {cadeias binarias comecando com 0}

T o . 0 5 & 008 , 0 , 40 , B 000, 0L, - § 3
o e 0 . 00 , 01 . 008, 001 ~~~ } 3

XA = 0 1 0 1 1 0 0 1 1

r4y |



Linguagens nao Turing-
reconhecivels

COROLARIO 4.18

Algumas linguagens nio sdo Turing-reconheciveis.

* |deia da Prova:

* Provar que o conjunto de todas as MTs e contavel, mas o
conjunto de todas as linguagens possiveis € incontavel

* Para isso, mostrar que o conjunto de todas as linguagens
tém o mesmo tamanho que o conjunto de todas as
sequéncias binarias infinitas, que € incontavel

* Para isso, usar diagonalizacao
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Linguagens nao Turing-
reconheciveis

Algumas linguagens nio sdo Turing-reconheciveis.

* |deia da Prova:

* Provar que o conjunto de todas as MTs € contavel,
mas o conjunto de todas as linguagens possiveis €
incontavel

* Logo, existem linguagens que nao podem ser
reconhecidas por nenhuma maquina de Turing
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Voltando as linguagens Turing-
reconheciveis...

* Vimos que linguagens regulares e livres de
contexto sao Turing-decidiveis

* O problema de determinar se uma MT aceita
uma cadeia w € decidivel?

* Primeiro: como escrevemos esse problema em
termos de linguagem?
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Voltando as linguagens Turing-
reconheciveis...

* Vimos que linguagens regulares e livres de
contexto sao Turing-decidiveis

* O problema de determinar se uma MT aceita
uma cadeia w € decidivel?

* Primeiro: como escrevemos esse problema em
termos de linguagem?

Aut = {(M,w)| M é uma MT e M aceita w}
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Voltando as linguagens Turing-
reconheciveis...

* Vimos que linguagens regulares e livres de
contexto sao Turing-decidiveis

* O problema de determinar se uma MT aceita
uma cadeia w € decidivel?

* Segundo: como poderia ser uma MT para esse
problema”?
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Voltando as linguagens Turing-
reconheciveis...

* Vimos que linguagens regulares e livres de
contexto sao Turing-decidiveis

* O problema de determinar se uma MT aceita
uma cadeia w € decidivel?

* Segundo: como poderia ser uma MT para esse
problema”?
U = “Sobre a entrada (M, w), onde M é uma MT e w é uma cadeia:

1. Simule M sobre a entrada w.

2. Se M em algum momento entra no seu estado de aceitacio,
aceite; se M em algum momento entra em seu estado de
rejeicao, rejeite.”
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Voltando as linguagens Turing-
reconheciveis...

U = “Sobre a entrada (M, w), onde M é uma MT e w é uma cadeia:
1. Simule M sobre a entrada w.
2. Se M em algum momento entra no seu estado de aceitacio,
aceite; se M em algum momento entra em seu estado de
rejeicao, rejeite.”

Maquina de Turing universal inicialmente proposta por Turing —
executa qualquer outra MT

— Estimulo ao desenvolvimento dos computadores que executam
programas armazenados
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Determinar se uma MT acelta uma
cadeia w é decidivel?

* M sO entra em loop se w nao pertencer a
linguagem

 Como U poderia usar isso para decidir Ay?
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Determinar se uma MT acelta uma
cadeia w é decidivel?

* M sO entra em loop se w nao pertencer a
linguagem

 Como U poderia usar isso para decidir Ay?

* Se puder prever que M entrara em loop, rejeita
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Determinar se uma MT acelta uma
cadeia w é decidivel?

* M sO entra em loop se w nao pertencer a
linguagem

 Como U poderia usar isso para decidir Ay?

* Se puder prever que M entrara em loop, rejeita

* Problema: da para prever? (Problema da
parada)
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Determinar se uma MT acelta uma
cadela w é decidivel?

* M sO entra em loop se w nao pertencer a
linguagem

 Como U poderia usar isso para decidir Ay?

* Se puder prever que M entrara em loop, rejeita

* Problema: da para prever? (Problema da
parada) NAO
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Determinar se uma MT aceita uma
cadeia w e INdecidivel

Apt = {{(M,w)| M é uma MT e M aceita w}.

AMT ¢ indecidivel.
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O Problema da Parada é
INdecidivel

Apt = {{(M,w)| M é uma MT e M aceita w}.

AMT ¢ indecidivel.

40



O Problema da Parada é indecidivel
— Prova por contradicao

* Supomos A, decidivel e H um decisor:

H((M,w)) = {

aceite  se M acelta w
rejeite  se M nao aceita w

* D outra MT, que usa H para determinar o que
M faz com <M>, e faz o oposto:

D = “Sobre a entrada (M), onde M &€ uma MT:
1. Rode H sobre a entrada (M, (M)).

2. Dé como saida o oposto do que H da como saida; ou seja, se H
aceita, rejeite e se H rejeita, aceite.”
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O Problema da Parada é indecidivel
— Prova por contradicao

* Supomos A, decidivel e H um decisor:

aceite se M aceita w
H((M,w)) =

rejeite  se M nao aceita w

* D outra MT, que usa H para determinar o que
M faz com <M>, e faz o oposto:

D = “Sobre a entrada (M), onde M &€ uma MT:

1. Rode H sobre a entrada (M, (M)).
2. Dé como saida o oposto do que H da como saida; ou seja, se H
eita, rejeite e se H rejeita, aceite.”

Por exemplo, um compilador Java, escrito em Java, que € compilado neste compilador
42



O Problema da Parada ¢ indecidivel
— Prova por contradicao

{aceite se M nido aceita (M)

D((M)) = rejeite  se M aceita (M).
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O Problema da Parada ¢ indecidivel
— Prova por contradicao

{aceite se M nio aceita (M)

D((M>) = rejeite se M aceita (M).

* E se D tiver <D> como entrada?
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O Problema da Parada ¢ indecidivel
— Prova por contradicao

aceite se M nio aceita (M)
rejeite se M aceita (M).

D)) = {

* E se D tiver <D> como entrada?

aceite  se D nao aceita (D)

DDy = {

rejeite se D aceita (D).
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O Problema da Parada ¢ indecidivel
— Prova por contradicao

aceite se M nio aceita (M)

D)) ={

rejeite  se M aceita (M).

* E se D tiver <D> como entrada®?

aceite  se D nao aceita (D)

DDy = {

rejeite se D aceita (D).

* Contradicao! H e D nao podem existir!
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Descrevendo a contradicao por
diagonalizacao

(My) (M2) (Mz) (My)

My | aceite aceite
Moy | acette aceite aceite aceite
M,

My | aceite aceite

FIGURA 4.19
A entrada i, j € aceite se M; aceita (M,).

Entradas em branco: Mi rejeita <Mj> ou entra em loop.
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Descrevendo a contradicao por
diagonalizacao

(M)  (Mp) (M;) (M)
My | aceite rejeite aceite rejeite
Mo | aceite aceite aceite aceite
Ms | rejeite  rejeite rejeite  rejeite
My | aceite aceite rejeite rejeite

FIGURA 4.20
A entrada 7, j € o valor de H sobre a entrada (M;, (M;)).
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Descrevendo a contradicao por

diagonalizacao

(My) (My) (Ms) (My) (D)
M, | aceite rejeite aceite rejeite aceite
Ms | aceite aceite aceite aceite aceite
Ms | rejeite rejeite rejeite rejeite rejeite
M, | aceite aceite rejeite rejeite aceite
aceite  aceite ?

D | rejeite rejeite

EIGURA 4.21

Se D estiver na figura, uma contradi¢ao ocorre em

ii‘; %
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