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O principio da superposicao

* Se 0 deslocamento provocado pela passagem de uma
onda for diretamente proporcional a forca oscilatoria
entao o principio da superposicao é valido

* “A onda resultante da passagem de diversas ondas
Individuais e igual a soma de cada onda,
Individualmente”.

e Em termos matematicos:

y(x,0) = yi(x,1) + yo(x,t) + ys(X,t) + ...



Onde cada y,(x,t) € uma onda individual. A frequéncia

(e a amplitude) de cada onda individual pode ser igual
ou diferente das demais ondas.

Para obter a onda resultante da passagem de diversas
ondas basta somar as diversas funcoes que
representam cada onda individualmente.

Na pratica, a soma de ondas com caracteristicas muito
diferentes pode levar a longos calculos matematicos.

Existem algumas técnicas praticas para somar ondas
de acordo com suas caracteristicas mutuas (suas
frequéncias, fases, amplitudes, etc.)



Combinacao de 2 (ou mais) ondas
com diferentes amplitudes e mesma
frequéncia



Combinacao de 2 (ou mais) ondas com
diferentes amplitudes e mesma frequéncia

* A onda resultante dependera da amplitude e da
diferenca de fase entre as ondas individuais

* Atécnica do “diagrama de fasores” simplifica os
calculos

* Segundo esta técnica, cada onda é representada
cCoOmo um vetor, centrado na origem do sistema de

coordenadas e girando com velocidade angular .

* A onda resultante tera frequéncia angular o.
* A onda resultante tera amplitude igual a soma vetorial

dos fasores, observando-se a diferenca de fase
(angulo) entre eles.



Na figura abaixo, o vetor P gira em torno da origem
com velocidade angular w. O deslocamento da onda
(I) € igual a projecao de P sobre o0 eixo-y.

A amplitude da onda (A) é igual ao raio da
circunferéncia




Suponhamos que queiramos obter a onda
resultante da superposicao de duas ondas
iIndividuais, de mesma frequéncia, com

amplitudes A, e A,, com uma diferenca de fase ¢
entre elas.

As ondas individuais sao representadas pelo
diagrama de fasores abaixo:




Observa-se portanto gue amplitude resultante
genericamente nao € igual a soma algébrica das
amplitudes individuais.

A amplitude resultante € igual a soma vetorial das
amplitudes individuais, observando-se a diferenca

de fase ¢ entre elas.
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A amplitude resultante pode ser calculada
utilizando-se a lel dos cosenos da geometria
plana:

Y,” =Y,5+Y,%+2y,y, cos (0)
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v (x,2) = vy sin (kx — o) A -

¥, (x,1) = y,, sin(kx — ot + @) i'; o :\3‘1- }m

y(x,2) =y (x,2)+y,(x,1)
=y, sin(kx — ot + f3)




Do mesmo modo, pode-se calcular o angulo fa

partir do diagrama de soma de fasores e da lei
dos cosenos:

[ € o angulo entre o primeiro fasor e o fasor
resultante da soma dos fasores (veja na figura)
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Vamos calcular o angulo de fase resultante, .
Aplicamos a lel dos cosenos ao diagrama acima:

y° = y; + 5 + 2192 cos(¢)
ys = Y5 + 4~ — 2yy; cos(B)

yz =17 + (y2 4+ y2 + 2u1y2 cos(9)) — 2yy; cos(f)



ys = i + (Y7 + y5 + 2y1y2 cos(@)) — 2yy; cos(3)

cancelamos o termo y3 e isolamos 2yy; cos(f) na expressao acima:;

2yy; cos(B) = 2y; + 2y1ys cos(¢)

2012 + 3 + 251y cos(d)un cos(B) = (242 + 241y cos(¢))



20/y2 + 3 + 2y1ys cos(d)yn cos(B) = 242 + 2411 cos(¢)

“quadramos” a expressao acima:
Alyi + y5 + 24192 cos(9)]yi cos®(B) = 4yt + 8yiya cos(@) + 4yiy; cos®(¢)

Dividimos a expressao anterior por 4y3:

Yt + y5 + 2412 cos(@)] cos®(B) = yi + 2y1ya cos(¢) + y; cos® ()

Observe que o termo entre colchetes do lado esquerdo equivale a y?, logo:

y? cos?(B) = y? + 2y1yz cos(d) + y3 cos® ()



Finalmente rearranjamos o termo do lado direito da equagao e isolamos cos(3):

1 + y2 cos(¢)
Y

cos(B) = *

Vamos examinar alguns casos
particulares de diferencas de fase.

Casol: ¢ =0: ‘/Lf

Neste caso as duas ondas estao “em
fase”, embora elas possam ter
amplitudes diferentes. O diagrama ao
lado mostra os fasores neste caso.




COS(B):yl_l_y2 _ NP =1—=38=0
Y Y1 T Y2

Claro que neste caso a amplitude resultante sera meramente
a soma algébrica das duas componentes (veja o diagrama de
fasores), I.e.:

A=A +A (ouy, +y,)
Logo, a equacao da onda resultante sera:
yxt) =y,(x0 +y,(xt) =A,sin (kx —ot) + A, sin (kx — ot)
y(x,t) = (A+A) sin (kx — ot + )

yxt) =(A, +A)sin (kx—wot+0)



Logo, a onda “resultante” tera amplitude igual a
soma das amplitudes individuais e mesma fase.

O diagrama abaixo ilustra um exemplo de
Instantaneo dessa onda, para amplitudes iguais.

A “onda resultante” esta em fase com as demais.

e | -
% 0 ~¥(x 1)

and
— X

F N

d=0




Caso Il: ¢ = m/2:

:y1‘|‘0: (i

y VUi + s

cos()

Neste caso as duas ondas estao “em
guadratura”. O diagrama ao lado mostra

0s fasores neste caso.

As amplitudes podem ser iguais ou
diferentes.




O grafico abaixo ilustra a composicao de duas ondas

(em azul e vermelho) com diferenca de fase ¢ = 90° e

mesma amplitude. A onda resultante € mostrada em cor
preta.




Caso lll: ¢ = m:

cos(f) = N2 4 — 0=0,7

B ’yl — 92’

Sey, >y, entdocos (f)=+1 - f=0°
Sey, <y,entdocos (§)=-1 - f=180°

Neste caso as duas ondas estao “em contra-
fase”.

Se as amplitudes individuais de duas ondas

forem iguais entdo a onda resultante sera “nula”.

Chamamos tais casos de Iinterferéncia
destrutiva. O diagrama ao lado mostra uma
posicao dos fasores neste caso.

'




O grafico abaixo ilustra a composicao de duas ondas
(em azul e vermelho) em “contra-fase”, com amplitudes
diferentes. A onda resultante € plotada em cor preta.
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Exemplo: determine a equacao da onda resultante da
composicao de duas ondas gue se propagam na mesma
direcao, com igual frequéncia de 10 Hz, comprimento de
onda 20 cm, igual amplitude A, =A,=0,7 m com uma

diferenca de fase ¢ = /2.

Sol.: uma vez que sabemos gque a diferenca de fase e de
n/2, a amplitude da onda resultante pode ser facilmente
calculada pela regra de Pitagoras:

A=A +A?=0,72+0,72 - A=0,99m



A fase da onda resultante:

Y1+ y2co8(9)
(8) = .

0,7+0,7cos(n/2) 0,7
cos(fF) = 0.99 = 0.99

COS

= 0, 707

Portanto 8= 45°. (ou /4 rad)
Calculamos: k =2a/A =21/0,20 m = 31,4 rad/m

o = 2nf = 2110 = 62,8 rad/s
Temos portanto as seguintes equacoes de ondas:

y, =0,7sin (31,4x — 62,8t)
y,=0,7sin (31,4x — 62,8t + 1/2)

y(x,t) = 0,99 sin (31,4x — 62,8t + 1/4)






Combinacao de 2 (ou mais) ondas
com diferentes amplitudes e
diferentes frequéncias



Seéeries de Fourier

Quando se deseja combinar duas ondas com
diferentes frequéncias o uso de fasores ainda é util

Por outro lado, se o numero de ondas for grande é
melhor somar algebricamente as diferentes funcoes de
onda

A técnica das Seéries de Fourier permite a
representacao de funcoes diversas pela soma de uma
série infinita de funcoes periddicas i.e. Senos e cosenos

Quanto mais termos sao utilizados, melhor a funcao
desejada € representada



Uma funcao f(x) pode ser representada pela
seguinte série (soma) de funcoes:

]

nu .27
+ (1 FLJH—HI + b, sin —n.r
il T I

=1 n=1

2
ly, = /JI' coS n nrdr, n=0,1,2

b, = /JI' Hill—.l'H dre, n=1,2,..

Onde a, e o valor medio da funcao e o intervalo
de integracao se da no periodo da funcao



Exemplo: represente como uma série de Fourier a onda
guadrada:

fx)= +5[0;:x] — | —

=5 [m;27] - 0 T en
I I
Sol.: o calculo das integrais da:
a,=0
a =a,=a,=a,=a,... =0 (pois a fungao € impar)

f(x) = 0 + (20/mt)sin (x) + (20/37w)sin (3x) +
(20/5m)sin (5x) + (20/7x)sin (7x) + (20/971) sin (9x) +
(20/11m)sin (11x)...
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2 termos da serie




termos da serie
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5 termos da serie

P



6 termos da serie

P



Outros exemplos:
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Combinacao de 2 ondas com
frequéncias diferentes



Um caso interessante € quando se combinam duas
ondas com frequéncias diferentes

O diagrama de fasores mostra que a amplitude da onda

resultante varia entre:
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A diferenca de fase entre as duas ondas ¢é variavel no

tempo,entre0emn




Calculo da frequéncia da modulacao

O valor da onda no eixo-y varia conforme as funcoes:

y,=A, sin (w,t)
y,=A,sin (o)

Suponhamos, para simplificar, que A, = A,
y=y ty,=Alsin (o) + sin (o.t)]
Podemos utilizar a identidade trigonometrica:

y(t) = 2A cos[ Y2 (w, —w,)t] sin[ 2 (0, + ®,)1]



y(t) = 2A cos[ 2 (o, — w)t] sin[ 2 (o, + ®)t]

O primeiro termo da a modulacao da amplitude

O segundo termo da a freguéncia_da onda resultante

A frequéncia da modulacao = v (diferenca das frequéncias)

A frequéncia resultante = média das frequéncias







Fim
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