Caminhos de custo minimo em
grafos — Algoritmo de Dijkstra



Historico

e Historico:
— Especificado em 1956 pelo holandés Edsger Wybe
Dijkstra e publicado em 19591l

— Originalmente concebido para encontrar o
caminho de menor distancia entre dois nos em
um grafo com arestas ponderadas (com pesos nao
negativos, podendo ou nao ser direcionadas);

— Diversas variacoes foram produzidas ao longo dos
anos.



Caracteristicas

* Problema: encontrar os caminhos de menor
custo/distancia entre um no de origem e
todos os demais em um grafo ou digrafo com

arestas ponderadas.
* Restricoes:
— 0S pesos das arestas sao nao negativos;

— existe ao menos um caminho entre o no6 de
origem e cada um dos demais nés*



Algoritmo!?!

e Entrada:

— um grafo ou um digrafo (conjunto de nds + conjunto
de arestas ponderadas);

— 0 no de origem.
e Saida:
— d :arranjo com os valores das menores distancias do
no de origem para cada um dos nos do grafo;

— T : arranjo com o predecessor de cada um dos nos no
caminho de menor distancia entre o no de origem e
0s demais nos.



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s)
S «
Q « V[G]
while QO #
do u « EXTRACT-MIN (Q)
S « S U {u}
for each vertex v € Adjlu]
do RELAX (u, v, w)

O J O O b W DN B



Distancia Minima - Djikstra

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s)
1. for each vertex v € V[G]

2. do d[v] « «

3. T[v] « NIL

4. d[s] « O

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2. then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. T[Vv] <« u



Distancia Minima - Djikstra

EXTRACT-MIN (Q)
min = Q.first
for each vertex v e QO
do if d[v] < d[min]
then min = v
Q « QO - {min}

return min

O O b W DD



Distancia Minima - Djikstra

e Corretude



Distancia Minima - Djikstra

e Corretude

Ao executarmos o algoritmo de Dijkstra sobre
um digrafo ponderado G=(V,E) com funcao
peso nao negativa w e origem s, ele terminara
com d[u] = distancia minima de s até u para
todoue V



Distancia Minima - Djikstra
* Corretude

Loop invariante
1. |Inicializacao
2. Manutencao

3. Término



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s)
S « ¢

Q — VIG] d[u] = distdncia minima
while 0 # ¢ desparatodouc S
do u « EXTRACT-MIN (Q)

for each vertex v € Adjlu]
do RELAX (u, v, w)

QO J O U B w N B



Distancia Minima - Djikstra

 Complexidade assintotica

— Pior caso



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s)
S «
Q « V[G]
while QO #
do u « EXTRACT-MIN (Q)
S « S U {u}
for each vertex v € Adjlu]
do RELAX (u, v, w)

o J O O b W DN B



Distancia Minima - Djikstra

Numero de

DIJKSTRA (G, w, s){ vezes:

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s)
S « @
Q « VI[G]
while QO # ¢
do u « EXTRACT-MIN (Q)
S « S U {u}
for each vertex v € Adj[u]
do RELAX (u, v, w)

O J o O b w DR



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
DIJKSTRA (G, w, s){ vezes:
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1
S « @
O « VI[G]

while QO # ¢
do u « EXTRACT-MIN (Q)
S « S U {u}
for each vertex v € Adj[u]
do RELAX (u, v, w)

O J o O b w DR



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G Ntmero de
(G, w, 5) 1 vezes:
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1
S . @ 1

Q « VI[G]
while QO # ¢
do u « EXTRACT-MIN (Q)
S « S U {u}
for each vertex v € Adj[u]
do RELAX (u, v, w)

O J o O b w DR



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
DIJKSTRA (G, w, s){ vezes:
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) -
S « @
O « VI[G]

while QO # ¢
do u « EXTRACT-MIN (Q)
S « S U {u}
for each vertex v € Adj[u]
do RELAX (u, v, w)

O J o O b w DR



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
DIJKSTRA (G, w, s){ vezes:
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) -
S « @
O « VI[G]
while 0 # ¢ V| +1

do u « EXTRACT-MIN (Q)
S « S U {u}
for each vertex v € Adj[u]
do RELAX (u, v, w)

O J o O b w DR



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
DIJKSTRA (G, w, s){ vezes:
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) .
2. S <« 0
3. Q0 « VI[G]
4. while O # |V| +1
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) |V|
6. S « S U {u}
7. for each vertex v € Adj[u]
3. do RELAX (u, v, w)



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
DIJKSTRA (G, w, s){ vezes:
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) .
2. S « @
3. QO « VI[G]
4. while QO # ¢ |V| +1
5. do u — EXTRACT-MIN (Q) |V|
6. S « S U {u} |V|
7. for each vertex v € Adj[u]
3. do RELAX (u, v, w)



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
DIJKSTRA (G, w, s){ vezes:
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) .
2. S <« 0
3. 0O « VI[G]
4. while QO # |V| +1
5. do u — EXTRACT-MIN (Q) |V|
6. 55U {u) Wi
7. for each vertex v € Adj[u] |E| + |V|
3. do RELAX (u, v, w)



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
DIJKSTRA (G, w, s) { vezes:
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) .
2. S « 0
3. QO « V[G]
4. while 0 # ¢ V| +1
5. do u — EXTRACT-MIN (Q) |V|
6. S SU {u) \Yi
7. for each vertex v € Adj[u] |E| + |V|
8.

do RELAX (u, v, w) |E|



Distancia Minima - Djikstra
Numero de
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) Vezes.
1. for each vertex v € V[G]
2. do d[v] «
3. T[{v] « NIL
4. d[s] < O

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2. then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. T[Vv] <« u



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) VEZES.
1. for each vertex v € VI[G] V| +1
2 . do d[v] « e
3. Tl v] « NIL
4. d[s] < O

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2. then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. T[v] < u



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) Vezes.
1. for each vertex v € VI[G] V| +1
2. do d[v] « |V|
3. T[v] « NIL
4., d[s] <« O

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2. then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. T[v] < u



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) Vezes.
1. for each vertex v € VI[G] V| +1
2. do d[v] « |V|
3. T[v] « NIL |V|
4. d[s] <« O

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2. then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. T[v] < u



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) Vezes.
1. for each vertex v € VI[G] V| +1
2. do d[v] « |V|
3. T[v] « NIL |V|
4. d[s] <« O :

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2. then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. T[v] < u



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) Vezes.
1. for each vertex v € VI[G] V| +1
2. do d[v] « |V|
3. T[(v] « NIL |V|
4., d[s] <« O :
RELAX (u, v, w)
1. if d[v] > dlu] + w(u, v) 1
2. then d[v] « d[u] + w(u, v)

3. TC[V] — Uu



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) Vezes.
1. for each vertex v € VI[G] V| +1
2. do d[v] « |V|
3. T[v] « NIL |V|
4. d[s] <« O :

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2. then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. T[v] < u



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) Vezes.
1. for each vertex v € VI[G] V| +1
2. do d[v] « |V|
3. T[v] « NIL |V|
4. d[s] <« O :

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2. then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. T[v] < u




Distancia Minima - Djikstra

Numero de

EXTRACT-MIN (Q) vezes:

min = Q.first
for each vertex v e QO
do if d[v] < d[min]
then min = v

Q « QO - {min}

return min

O O b W DD



Distancia Minima - Djikstra

NUumero de
EXTRACT-MIN (Q) .
vezes:
min = Q.first 1

for each vertex v e QO
do if d[v] < d[min]
then min = v

Q « Q — {min}

return min

O O b W DD



Distancia Minima - Djikstra

Numero de
EXTRACT-MIN (Q) .
vezes:
min = Q.first 1
for each vertex v € 0 Q| + 1

do if d[v] < d[min]
then min = v

return min

O O b W DD



Distancia Minima - Djikstra

EXTRACT-MIN (Q) Nuvrgggé.de
min = Q.first 1
for each vertex v € 0 Q| + 1
do 1f d[v] < d[min] KM

then min = v

return min

O O b W DD



Distancia Minima - Djikstra

NUumero de

EXTRACT-MIN (Q) .

Vezes.
1. min = Q.first 1
2. for each vertex v € 0 Q| + 1
3. do 1f d[v] < d[min] |Q|
4. then min = v Q]
5. 0 « O - {min}
6. return min



Distancia Minima - Djikstra

NUumero de

EXTRACT-MIN (Q) .

Vezes.:
1. min = Q.first 1
2. for each vertex v € 0 Q| + 1
3. do 1f d[v] < d[min] |Q|
4. then min = v Q]
6. return min



Distancia Minima - Djikstra

Numero de

EXTRACT-MIN (Q) .

VeZzes.
1. min = Q.first 1
2. for each vertex v € 0 Q| + 1
3. do 1f d[v] < d[min] |Q|
4. then min = v Q]
5. O « Q0 - {min} 1
6. return min 1



Distancia Minima - Djikstra

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) CUSIO

1. for each vertex v € VI[G] V| +1
2. do d[v] « “”
3. T[v] « NIL |V|
4. dls] « O

.

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2. then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. T[v] < u




Distancia Minima - Djikstra

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) CUSIO

1. for each vertex v € VI[G] C1|Vw+1
2. do d[v] « “”
3. T[v] « NIL |V|
4. dls] « O

.

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2. then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. T[v] < u




Distancia Minima - Djikstra

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) CUSIO

1. for each vertex v € VI[G] C1|Vw+1
2. do d[v] « c2 “”
3. T[(v] « NIL |V|
4. dls] « O

.

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2. then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. T[v] < u




Distancia Minima - Djikstra

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) CUSIO

1. for each vertex v € VI[G] C1|Vw+1
2. do d[v] « c2 “”
3. T[(v] « NIL c3 |V|
4. dls] « O

.

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2. then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. T[v] < u




INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G,

1.

2.
3.
4,

Distancia Minima - Djikstra

for each vertex v € V[G]
do d[V] <« @

dls] « O

RELAX (u, v, w)

1.
2.
3.

if div] > dlu]

then d[vVv]
T V]

+ w(u, v)
— d[u] + w(u, v)
— Uu

S )

custo

cl |V| +1
c2 |V|
c3 |V|
c4d 1




INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G,

1.

2.
3.
4,

Distancia Minima - Djikstra

for each vertex v € V[G]
do d[V] <« @

dls] « O

RELAX (u, v, w)

1.
2.
3.

if div] > dlu]

then d[vVv]
T V]

+ w(u, v)
— d[u] + w(u, v)
— Uu

S )

custo

cl |V| +1
c2 |V
c3 |V|
c4 1

cS




Distancia Minima - Djikstra

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) CUSIO

1. for each vertex v € V[G] c1 |V| +1
2 do d[v] « = c2 |V|
3. T[(v] « NIL c3 |V|
4 d[s] « O cd .
RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v) cS

2. then d[v] < d[u] + w(u,v) Cb

3. TC[V] — Uu




INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G,

1.

2.
3.
4,

Distancia Minima - Djikstra

for each vertex v € V[G]
do d[V] <« @

dls] « O

RELAX (u, v, w)

1.
2.
3.

if div] > dlu]

then d[vVv]
T V]

+ w(u, v)
— d[u] + w(u, v)
— Uu

S )

custo

cl |V| +1
c2 |V
c3 |V|
c4 1

cS

C6

c/




INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G,

1.

2.
3.
4,

Distancia Minima - Djikstra

for each vertex v € V[G]
do d[V] <« @

dls] « O

RELAX (u, v, w)

1.
2.
3.

if div] > dlu]

then d[vVv]
T V]

O(|V)
+ w(u, v)
— u

O(1)

S)

custo

cl |V| +1
c2 |V
c3 |V|
c4 1

cS

C6

c/




Distancia Minima - Djikstra

EXTRACT-MIN (Q) custo

1. min = Q.first 1
2. for each vertex v € QO Q| + 1
3. do if d[v] < d[min] |Q|
4. then min = v Q]
5. 0« Q0 - {min} 1
6. return min 1



Distancia Minima - Djikstra

EXTRACT-MIN (Q) custo

1. min = Q.first c8 1
2. for each vertex v € QO Q| + 1
3. do if d[v] < d[min] |Q|
4. then min = v Q]
5. 0« Q0 - {min} 1
6. return min 1



Distancia Minima - Djikstra

EXTRACT-MIN (Q) custo

1. min = Q.first c8 1
2. for each vertex v € QO c9 Q]+ 1
3. do if d[v] < d[min] |Q|
4. then min = v Q]
5. 0« Q0 - {min} 1
6. return min 1



Distancia Minima - Djikstra

EXTRACT-MIN (Q) custo

1. min = Q.first c8 1
2. for each vertex v € QO c9 Q]+ 1
3. do if d[v] < d[min] ci0 |Q|
4. then min = v Q]
5. 0« Q0 - {min} 1
6. return min 1



Distancia Minima - Djikstra

EXTRACT-MIN (Q) custo

1. min = Q.first c8 1
2. for each vertex v € QO c9 Q]+ 1
3. do if d[v] < d[min] ci0 |Q|
4. then min = v cl Q]
5. 0« Q0 - {min} 1
6. return min 1



Distancia Minima - Djikstra

EXTRACT-MIN (Q) custo

1. min = Q.first c8 1
2. for each vertex v € QO c9 Q]+ 1
3. do if d[v] < d[min] ci0 |Q|
4. then min = v cl Q]
5. O « O — {min} O(|Q|) 1
6. return min 1



Distancia Minima - Djikstra

EXTRACT-MIN (Q) custo

1. min = Q.first c8 1
2. for each vertex v € QO c9 Q]+ 1
3. do if d[v] < d[min] ci0 |Q|
4. then min = v cl Q]
5. 0« Q0 - {min} o(Ql) 1
6. return min cl2 1



Distancia Minima - Djikstra

EXTRACT-MIN (Q) custo

1. min = Q.first c8 1
2. for each vertex v € QO c9 Q]+ 1
3. do if d[v] < d[min] ci0 |Q|
4. then min = v cl Q]
5. 0« Q0 - {min} o(Ql) 1
6. return min cl2 1

O(1Ql)



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){ custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s)

2. S <« ¢

3. Q « V[G]

4. while Q # O V| +1

5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V]

6. S < S U {u} V]

7. for each vertex v € Adjlul|E| + |V|

8. do RELAX (u, v, w) |E]



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){ custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(V)
2. S < @

3. Q< VI[G]

4. while Q0 # V| +1

5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V]

6. S « S U {u) V]

7. for each vertex v € Adjlul|E| + |V|

8. do RELAX (u, v, w) |E]



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){ custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(V)
2. S « ¢ ‘ cl13
3. 0 « VIG] ‘

4. while Q0 # V| +1

5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V]

6. S « S U {u) V]

7. for each vertex v € Adjlul|E| + |V|

8. do RELAX (u, v, w) |E]



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){ custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(V)
2. S < ¢ ‘ c13
3. 0 < V[G] 1 O(V])
4. while 0 # ¢ V| +1

5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V]

6. S « S U {u) V]

7. for each vertex v € Adjlul|E| + |V|

8. do RELAX (u, v, w) |E]



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){ custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(V)
2. S < ¢ ‘ c13
3. 0 < V[G] 1 O(V])
4. while Q0 # O V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V]

6. S « S U {u) V]

7. for each vertex v € Adjlul|E| + |V|

8. do RELAX (u, v, w) |E]



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){ custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(V)
2. S < ¢ ‘ cl13
3. Q0 « VI[G] 1 O(|V])
4. while Q0 # @ V| +1 c14
5. do u «~ EXTRACT-MIN (Q) V| O(|Q])
6. S < S U {u} V]

7. for each vertex v € Adjlul|E| + |V|

8. do RELAX (u, v, w) |E]



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){ custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(V)
2. S < ¢ ‘ cl13
3. Q0 « VI[G] 1 O(|V])
4. while Q0 # @ V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V| O(|Q])
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjlul|E| + |V|

8. do RELAX (u, v, w) |E]



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){ custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S < ¢ ‘ cl13
3. 0 « VIG] 1T O(V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V| O(|Q])
6. S « S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8. do RELAX (u, v, w) |E]



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){ custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S < ¢ ‘ cl13
3. 0 « VIG] 1T O(V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V| O(|Q])
6. S « S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8. do RELAX (u, v, w) E] O(1)



Distancia Minima - Djikstra

namero

DIJKSTRA (G, w, s){ de vezes custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S < ¢ ‘ cl13
3. 0 < V[G] 1 O(V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V| O(|Q])
6. S « S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8.

do RELAX (u, v, w) E|] O(1)



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, ) { dneu\r/neezreos custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 OV
2. S < ¢ ‘ c13
3. 0« VI[G] 1 O(|V])
4. while 0 # ¢ V| +1 cl4
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V] O(|Q|)
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjlul|E| + |V|c16
3. do RELAX (u, v, w) E] O(1)

c13 + c14 + (c14+c15+c16)*|V| + 2*O(|V|) + |V[*O(|Q|)

+ c16*|E| + [E[*O(1)



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, ) { dneu\r/neezreos custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 OV
2. S < ¢ ‘ c13
3. 0« VI[G] 1 O(|V])
4. while 0 # ¢ V| +1 cl4
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V] O(|Q|)
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjlul|E| + |V|c16
3. do RELAX (u, v, w) E] O(1)

c13 + c14 + (c14+c15+¢c16)*|V| + 2*O(|V|) + |V|*O(|Q])

+ c16%|E| + |[E|*O(1)



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, ) { dneu\r/neezreos custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 OV
2. S < ¢ ‘ c13
3. 0« VI[G] 1 O(|V])
4. while 0 # ¢ V| +1 cl4
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V] O(|Q|)
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjlul|E| + |V|c16
3. do RELAX (u, v, w) E] O(1)

c13 + c14 + (c14+c15+c16)*|V| + 2*O(|V|) + O(|V|?) +

c16*|E| + |E[*O(1)



Distancia Minima - Djikstra

namero

DIJKSTRA (G, w, s){ de vezes custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S < ¢ ‘ cl13
3. 0 « VIG] 1T O(V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V| O(|Q])
6. S « S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8. do RELAX (u, v, w) E] O(1)

O(IE| + [VI?)



Distancia Minima - Djikstra

namero

DIJKSTRA (G, w, s){ de vezes custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S < ¢ ‘ cl13
3. 0 « VIG] 1T O(V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V| O(|Q])
6. S « S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8. do RELAX (u, v, w) E] O(1)

O(|VI?)



Distancia Minima - Djikstra

Qual o trecho do algoritmo que determina sua
complexidade?



Distancia Minima - Djikstra

namero

DIJKSTRA (G, w, s){ de vezes CcuUStO
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(V))
2. S < ¢ ‘ cl13
3. 0 « VIG] 1T O(V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u — EXTRACT-MIN (Q) V| O(|Q])
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8. do RELAX (u, v, w) E] O(1)

O(|VI?)



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){ dneu\r?eezigs custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(V))
2. S < ¢ ‘ cl13
3. Q0 « VIG] 1T O(V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u — EXTRACT-MIN (Q) V| O(|Q])
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8. do RELAX (u, v, w) E] O(1)

O(|VI?)



Distancia Minima - Djikstra

E possivel melhor esse algoritmo?



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){ dneu\r?eezigs custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(V))
2. S < ¢ ‘ cl13
3. Q0 « VIG] 1T O(V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u — EXTRACT-MIN (Q) V| O(|Q])
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8. do RELAX (u, v, w) E] O(1)

O(|VI?)



Distancia Minima - Djikstra

DIJKSTRA (G, w, s){

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s)
S « @
INITIALTIZE-Q(Q, V[G], s)
while QO # ¢
do u « EXTRACT-MIN (Q)
S « S U {u}
for each vertex v € Adj[u]
do RELAX (u, v, w)

O J o O b w DR



Distancia Minima - Djikstra

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2 then d[v] « d[u] + w(u, v)
3. Tlv] « u

4 UPDATE (Q, v, d[v])



Distancia Minima - Djikstra

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(u, v)

2 then d[v] « d[u] + w(u, v)

3. Tlv] « u

4 DECREASE_KEY (O, v, d[v])



Uso de um fila de prioridades minima

* Funcoes / métodos:
— Inicializacao — estrutura vazia;
— Inicializacao — conjunto de elementos;
— Extracao do elemento de menor prioridade;
— Exclusao de um elemento arbitrario;
— Insercao com prioridade;

— Diminuicao do valor da prioridade de um
elemento;

— Retorno do elemento de menor prioridade;



Uso de um fila de prioridades minima

* Funcoes / métodos:
— Inicializacao — estrutura vazia;
— Inicializagao — conjunto de elementos;
— Extracao do elemento de menor prioridade;
— Exclusao de um elemento arbitrario;
— Insercao com prioridade;

— Diminui¢ao do valor da prioridade de um
elemento;

— Retorno do elemento de menor prioridade;



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um arranjo
ordenado de forma descrescente



Usando um arranjo ordenado

DIJKSTRA (G, w, 8) { dneu\r/neezreos custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) . O(|V|)
2. S « ( ] ci13
3. INITIALIZE-Q(Q, VI[G], s) i} '?
4. while Q # U V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) |V| '?
6. S « S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € AdJ[ullE| + |V|c16
3.

do RELAX (u, v, w) |E| ?



Usando um arranjo ordenado

DIJKSTRA (G, w, s){ dneu\r/neezigs custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S < 0 1T ¢c13
3. INITIALIZE-Q(Q, VI[GI], s) 1 O(|V])
4. while Q0 # ¢ V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V] ?
6. S « S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E| + |V|c16
8.

do RELAX (u, v, w) |E| ?



Usando um arranjo ordenado

DIJKSTRA (G, w, S){ dneu\rﬁeezigs custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(V))
2. S < ¢ ‘ cl13
3. INITIALIZE-Q(Q, VI[GI], s) 1 O(|V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u —~ EXTRACT-MIN (Q) V| O(1)
6. S « S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8.

do RELAX (u, v, w) |E| ?



Distancia Minima - Djikstra

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > dlu] + w(u, v) 1 ¢S5
2 then d[v] < d[u] + w(u,v) 1 Cb
3. T(v] < u 1 ¢/
4 DECREASE _KEY (Q, v, d[v]) 1 ?




Distancia Minima - Djikstra

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > dlul + w(u,v) 1 ¢S5
2 then d[v] < d[u] + w(u, V) 1 Cb6
3. T[v] < u 1 ¢/
4 DECREASE_KEY (0, v, dlvl) 10(|Q])



Distancia Minima - Djikstra

RELAX (u, v, w)

1. if d[v] > dlul + w(u,v) 1 ¢S5
2 then d[v] < d[u] + w(u, V) 1 Cb6
3. T[v] < u 1 ¢/
4 DECREASE_KEY (0, v, dlvl) 10(|Q])

O(1Ql)



Usando um arranjo ordenado

DIJKSTRA (G, w, S){ dneu\rﬁeezigs custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(V))
2. S < ¢ ‘ cl13
3. INITIALIZE-Q(Q, VI[GI], s) 1 O(|V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u —~ EXTRACT-MIN (Q) V| O(1)
6. S « S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8.

do RELAX (u, v, w) |E| ?



Usando um arranjo ordenado

DIJKSTRA (G, w, S){ dneu\rﬁeezigs custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(V))
2. S < ¢ ‘ cl13
3. INITIALIZE-Q(Q, VI[GI], s) 1 O(|V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u —~ EXTRACT-MIN (Q) V| O(1)
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8.

do RELAX (u, v, w) E[ O(]Q))



Usando um arranjo ordenado

DIJKSTRA (G, w, S){ dneu\rﬁeezigs custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S <@ 1T ¢13
3. INITIALIZE-Q(Q, VI[GI], s) 1 O(|V])
4. while Q0 # ¢ V| +1 c14
5. do u —~ EXTRACT-MIN (Q) V| O(1)
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E| + |V|c16
8. do RELAX (u, v, w) I[El O(|Q])

O(IE[*|VI)



Usando um arranjo ordenado

namero

DIJKSTRA (G, w, 3){

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s)
S « O
INITIALIZE-Q(Q, VI[G], s)
while QO # O
do u « EXTRACT-MIN (Q)
S « S U {u}

O J o U b w DD R

do RELAX (u, v, w)

de vezes Cuslo
1T O(lV])

c13
O(|V])

V| +1 c14

VI O(1)

V| c¢15

for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16

[E[ O(IQ)
O(|E|*|V|) — corresponde a uma melhoria?



Usando um arranjo ordenado

DIJKSTRA (G, w, s){ dneu\r/neezreos custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S <@ 1 ¢13
3. INITIALIZE-Q(Q, VI[GI], s) 1 O(|V])
4. while Q0 # ¢ V| +1 c14
5. do u —~ EXTRACT-MIN (Q) V| O(1)
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E| + |V|c16
8. do RELAX (u, v, w) I[El O(|Q])

O(|E[*|V]) - nao para |E| € Q(|V])



Recapitulando

* Para a fila de prioridade minima:

— Inicializacao — conjunto de elementos: ocorre 1
vez

— Extracao do elemento de menor prioridade:
ocorre |V| vezes

— Diminuicao do valor da prioridade de um
elemento: ocorre até |E| vezes



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um arranjo
ordenado de forma descrescente

— Inicializacao pode ser feita em O(|V])
— Extracao do elemento de menor valor em O(1)

— Diminuicao do valor da prioridade de um
elemento é custoso:
* Encontrar um elemento arbitrario: O(lg|Q]|)

* Encontrar o local para colocar o elemento com
distancia atualizada: O(lg|Q])

* Mover os elementos para reordenar o arranjo: O(|Q])



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um lista ligada
ordenada de forma crescente



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um lista ligada
ordenada de forma crescente
— Inicializacao:
— Extracao do elemento de menor valor:

— Diminuicao do valor da prioridade de um elemento:



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um lista ligada
ordenada de forma crescente
— Inicializacao pode ser feitaem O(|V|)
— Extracao do elemento de menor valor em O(1)

— Diminuicao do valor da prioridade de um elemento é

custoso:
e Encontrar um elemento arbitrario: O(|Q|)

e Encontrar o local para colocar o elemento com distancia
atualizada: O(|Q])
* Atualizacdo exige apenas a atualizacao de ponteiros: O(1)



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um lista duplamente
ligada ordenada de forma crescente e com
acesso direto aos seus elementos




Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um lista duplamente
ligada ordenada de forma crescente e com
acesso direto aos seus elementos

— Inicializacao pode ser feitaem O(|V])
— Extracao do elemento de menor valor em O(1)

— Diminuicao do valor da prioridade de um elemento é

custoso:
* Encontrar um elemento: O(1)

e Encontrar o local para colocar o elemento com distancia
atualizada: O(|Q])
* Atualizacdo exige apenas a atualizacao de ponteiros: O(1)



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um heap binario
minimo



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um heap binario
minimo
— Inicializacao:
— Extracao do elemento de menor valor:

— Diminuicao do valor da prioridade de um
elemento:



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um heap binario
minimo
— Inicializacao pode ser feita em O(|V])
— Extracao do elemento de menor valor em

O(lglQl)
— Diminuicao do valor da prioridade de um
elemento:

e Reorganizar os elementos, colocando no local correto o
elemento com distancia atualizada: O(lg|Q])



Usando um heap binario minimo

DIJKSTRA (G, w, S){ dneu\rlr]eezié)s custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S < ¢ ‘ cl13
3. INITIALIZE-Q(Q, VI[GI], s) 1 O(|V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V| O(lg|Q])
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8.

do RELAX (u, v, w) [E[ O(lg|Ql)



Usando um heap binario minimo

DIJKSTRA (G, w, s){ dneu\r;]eezigs custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S < ¢ ‘ cl13
3. INITIALIZE-Q(Q, VI[GI], s) 1 O(|V])
4. while Q0 # ¢ V| +1 c14
5. do u ~ EXTRACT-MIN (Q) V| O(lg|Q])
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E| + |V|c16
3. do RELAX (u, v, w) IE| O(lg|Q])

O((IV] + |[E[)*1g|VI)



Usando um heap binario minimo

namero

DIJKSTRA (G, w, 3){

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s)
S « O
INITIALIZE-Q(Q, VI[G], s)
while QO # O
do u « EXTRACT-MIN (Q)
S « S U {u}

O J o U b w DD R

do RELAX (u, v, w)

O((IV] + [E])*Ig|V])

de vezes CUSIO
1T O(lV])
c13
O(|V])
V| +1 c14
V] O(lg|Q])
V| c¢15

for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16

[E[ O(lg|Ql)

corresponde a uma potencial melhoria?



Usando um heap binario minimo

namero

DIJKSTRA (G, w, 3){

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s)
S « O
INITIALIZE-Q(Q, VI[G], s)
while QO # O
do u « EXTRACT-MIN (Q)
S « S U {u}

O J o U b w DD R

do RELAX (u, v, w)

O((IV] + [E|)*Ig|VI)

de vezes CUSIO
1T O(lV])
c13
O(|V])
V| +1 c14
V] O(lg|Q])
V| c¢15

for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16

[E[ O(lg|Ql)

potencialmente sim, se |E| € o(|V|%/1g]|V])



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um arvore binaria
de busca



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um arvore binaria
balanceada de busca



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um heap binario
minimo
— Inicializacdo pode ser feita em O(|V|)
— Extracao do elemento de menor valor em

o(lglQl)
— Diminuicao do valor da prioridade de um
elemento:

e Reorganizar os elementos, colocando no local correto o
elemento com distancia atualizada: O(lg|Q])



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um Heap de
Fibonacci Minimol3]



Uso de um fila de prioridades minima

* Implementacao utilizando um Heap de
Fibonacci Minimol3]
— Inicializacao pode ser feita em O(|V])
— Extracao do elemento de menor valor em

o(lg|Ql)*
— Diminuicao do valor da prioridade de um
elemento:

e Reorganizar os elementos, colocando no local correto o
elemento com distancia atualizada: O(1) *

* calculo amortizado



Usando um heap de Fibonacci minimo

DIJKSTRA (G, w, S){ dneu\rlr]eezié)s custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S < ¢ ‘ cl13
3. INITIALIZE-Q(Q, VI[GI], s) 1 O(|V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V| O(lg|Q])
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8.

do RELAX (u, v, w) E|]  O(1)



Usando um heap de Fibonacci minimo

DIJKSTRA (G, w, s){ dneu\rﬁeezigs custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S < ¢ ‘ cl13
3. INITIALIZE-Q(Q, VI[GI], s) 1 O(|V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V| O(lg|Q])
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8. do RELAX (u, v, w) E] O(1)

O(|E|+|V[*1g|VI])



Usando um heap de Fibonacci minimo

DIJKSTRA (G, w, s){ dneu\r?eezigs custo
1. INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) 1 O(|V])
2. S < ¢ ‘ cl13
3. INITIALIZE-Q(Q, VI[GI], s) 1 O(|V])
4. while 0 # ¢ V| +1 c14
5. do u « EXTRACT-MIN (Q) V| O(lg|Q])
6. S« S U {u) V| ¢15
7. for each vertex v € Adjl[ul|E|+ |V|c16
8. do RELAX (u, v, w) E] O(1)

O(IE[+|V[*Ig|V]) € O(V[?)



Distancia Minima - Djikstra

E se o grafo for esparso?

E se o grafo for muito grande?



Consideracoes Finais

e Utilizando uma fila de prioridade minima
implementada com um Heap de Fibonacci a
complexidade assintotica (amortizada) do
algoritmo sera: O(|E| + |V]log,|V])

* O(|E|] + |V]|log,|V]|) € a menor complexidade
conhecida para encontrar a menor distancia
entre um no e todos os outros para grafos com
arestas com pesos arbitrarios nao negativos.
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Distancia Minima - Djikstra

Primeira implementacao



